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Одной из основных задач прикладной математики является задача оптимиза-

ции, которая заключается в выборе наилучшего варианта из некоторого набора аль-

тернатив. Область применения оптимизационных алгоритмов безгранична: механика

и инженерное дело, практически вся экономическая теория, исследование операций

и теория управления, криптография, а также многие и многие другие направления.

Подобные задачи невероятно разнообразны, поэтому по некоторым признакам их

разбивают на различные классы. Так, наряду с классическими задачами непрерыв-

ной оптимизации можно рассматривать задачи дискретной оптимизации, или выбор

оптимального элемента из некоторого множества однотипных дискретных объектов.

Примерами таких задач являются: поиск кратчайшего пути в графе, задача о рюк-

заке, оптимальное назначение работников на должности, нахождение минимального

остовного дерева, задача коммивояжера и многие другие.

Общая постановка задачи дискретной оптимизации звучит следующим образом:

задано конечное дискретное множество X и функция f , определенная на этом мно-

жестве и принимающая действительные значения. Требуется найти такой элемент

x∗ ∈ X, для которого f(x∗) ≥ f(x) для любого x ∈ X (задача максимизации), или

f(x) ≤ f(x) (задача минимизации).

На первый взгляд, решение задачи дискретной оптимизация не представляет ни-

какой математической трудности. Достаточно проверить все элементы множества X

(перебрать все варианты) и выбрать оптимальный. В силу конечности и дискрет-

ности множества X это всегда возможно. Такой алгоритм носит название полного

перебора и для некоторых простых задач, как, например, поиск наибольшего про-

стого двухзначного числа, он вполне допустим. Однако, дискретные задачи часто

имеют комбинаторную природу, ибо элементы множества X, среди которых ищут

подходящие варианты, задаются комбинационно. Рассмотрим, для примера, широко

известную и одну из наиболее популярных комбинаторно-оптимизационных задач:

задачу коммивояжера [28].

Условие. Задано конечное множество C = {c1, c2, . . . , cm} «городов» и функция

d(ci, cj) ∈ Z+ каждой паре городов ci, cj ∈ C сопоставляющая «расстояние между

городами» (стоимость проезда или любую другую величину для оптимизации).

Задача. Найти наиболее выгодный (короткий, дешевый) маршрут, проходящий
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через указанные города хотя бы по одному разу с последующим возвратом в исход-

ный город.

Данными для задачи коммивояжера считаются города и расстояния, а множе-

ство X возможных маршрутов возникает опосредованно. При этом происходит, так

называемый «экспоненциальный взрыв», когда число вариантов растет неимовер-

но быстро. Так, задача коммивояжера на n городах предполагает (n−1)!
2

возможных

маршрутов, что при всего лишь 61 городе дает 60!
2
≈ 4.16 · 1081 обходов, что превос-

ходит примерную оценку числа атомов в наблюдаемой Вселенной [45].

Более того, ситуация усугубляется непрямым определением множества X, когда

поиск даже одного его элемента может вызвать значительное затруднение. Так, на-

пример, если рассмотреть задачу коммивояжера не на полном, а на произвольном

графе (когда любые два города i и j не обязательно соединены прямой дорогой), то

нахождение хотя бы одного маршрута посещения каждого города ровно один раз –

это задача по сложности сама не уступающая задаче коммивояжера (она известна

как Гамильтонов цикл) [28].

Подобные задачи составляют подкласс комбинаторной оптимизации. Количество

вариантов растет экспоненциально в зависимости от входных данных, отчего необ-

ходимые для полного перебора затраты времени и памяти делают применении алго-

ритма на практике невозможным.

В то же время среди задач комбинаторной оптимизации существуют свои анома-

лии. Например, рассмотрим задачу о минимальном остовном дереве.

Условие. Заданы неориентированный граф G = (V,E) и некоторая функция

C : E → Z+, каждому ребру e ∈ E сопоставляющая неотрицательное целое число

C(e), называемое весом ребра.

Задача. Найти остовное дерево (ациклический связный подграф, включающий

все вершины графа G), имеющее минимальный суммарный вес ребер.

В содержательной интерпретации задача состоит в построении сети дорог мини-

мальной стоимости, связывающей несколько населенных пунктов.

Общее количество остовных деревьев полного графа на n вершинах равно nn−2,

что превосходит даже число гамильтоновых циклов в задаче коммивояжера. Одна-

ко, задача легко решается так называемым «жадным алгоритмом». Достаточно на

каждом шаге выбирать лучшее (самое легкое / дешевое) ребро среди оставшихся,

не образующее цикла с уже выбранными. На этом принципе основаны алгоритмы

Прима и Краскала, решающие задачу о минимальном остовном дереве за O(n2) дей-

2



ствий. Кроме того можно выделить алгоритм Дийкстры нахождения кратчайшего

пути в графе (также O(n2) действий), алгоритм Форда-Фалкерсона вычисления мак-

симального потока в сети (O(m2 · n) действий, где m – число дуг, n – число вершин)

и ряд других.

В 1965 году Джек Эдмондс разработал метод решения задачи о максимальном

паросочетании в графе [22], который сам автор изящно назвал «paths, trees, and

flowers method», однако в литературе закрепилось более простое название: алгоритм

Эдмондса. Эта статья получила большую популярность, не столько из-за самого ме-

тода, сколько благодаря предложению Эдмондса именовать алгоритмы, временную

трудоемкость которых можно оценить сверху полиномом от длины входа, полиноми-

альными или «эффективными» (сам Эдмнондс также использовал термин «хорошие

алгоритмы»).

Тем не менее, эти примеры являются именно аномалиями, так как для подавля-

ющего большинства задач комбинаторной оптимизации, таких как задача коммиво-

яжера, эффективных (полиномиальных) алгоритмов до сих пор не было найдено.

Задачи, трудоемкость лучших алгоритмов для которых невозможно оценить поли-

номиальной функцией, получили название «труднорешаемых». Как правило, слож-

ность алгоритмов для подобных задач оценивается экспонентой от длины входа.

Окончательно это разбиение было зафиксировано в утверждении, получившем

название тезиса Кобхэма-Эдмондса: вычислительная задача может быть решена на

некотором вычислительном устройстве только в том случае, если ее трудоемкость

оценивается сверху полиномиальной функцией [18]. Следует отметить, что данное

положение не бесспорно: алгоритм с трудоемкостью 10100n считается эффективным,

так как это линейная функция, а алгоритм с экспоненциальной сложностью 20.00001n

неэффективным. При этом первый не представляется возможным реализовать на

практике даже при n = 1, в то время как трудоемкость второго и при n = 106

составляет всего лишь 1024 операции. Тем не менее, в общем случае отождествле-

ние эффективных алгоритмов с полиномиальными представляется верным и такое

представление закрепилось.

Современную теорию сложности алгоритмов можно условно разделить на два

направления исследования: практическое и фундаментально-теоретическое. С прак-

тической точки зрения рассматриваются такие вопросы как (на примере задачи ком-

мивояжера):
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• Нахождение более эффективных алгоритмов решения задач комбинаторной оп-

тимизации. Это относится как к улучшению известных полиномиальных ал-

горитмов, так и к алгоритмам для труднорешаемых задач, оптимизирующих

полный перебор (например, метод ветвей и границ).

• Описание алгоритмов решения частных случаев труднорешаемых задач (напри-

мер, метрический вариант задачи коммивояжера, когда для расстояний между

городами выполнено неравенство треугольника), которые превосходили бы об-

щий алгоритм

• Построение приближенных и эвристических алгоритмов, решающих задачу с

некоторой заданной погрешностью (алгоритм ближайшего соседа, алгоритм

Кристофидеса).

С теоретической точки зрения вопрос ставится о принципиальной возможности

решения переборных задач за полиномиальное время. А также, поиске причины труд-

норешаемости одних задач и полиномиальной разрешимости других.

Прорывом в этом направлении стала появившаяся в 70-ые годы прошлого века

теория Кука-Карпа о NP -полных задачах.

Прежде всего, следует отметить, что задачи в данной теории представлены не

как оптимизационные задачи, а как задачи распознавания, т.е. предполагающие всего

два возможных ответа: «да» или «нет». Например, для задачи коммивояжера вопрос

можно сформулировать следующим образом:

Задача. Существует ли маршрут, проходящий через указанные города хотя бы

по одному разу с последующим возвратом в исходный город, длина которого не пре-

восходит некоторой заданной величины B.

Хотя, на первый взгляд, такое ограничение кажется чрезмерным, потери смысла

не происходит. Задачи распознавания и оптимизации эквивалентны с точки зрения

принципиальной трудоемкости: если существует полиномиальный алгоритм для пер-

вой задачи, то и вторая полиномиально разрешима, и наоборот.

Теория Кука-Карпа выделяет три основных класса задач распознавания: P (polynomial),

NP (non-deterministic polynomial) и NPC (non-deterministic polynomial complete, или

NP -полные задачи). Позднее классификация задач в теории сложности была много-

кратно расширена и дополнена, однако, она не являются объектом изучения в данной

работе и в дальнейшем речь в основном пойдет о P и NPC (а также классеNP -hard).
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Класс P образован совокупностью задач распознавания, для решения которых су-

ществуют полиномиальные алгоритмы по длине входа («хорошие алгоритмы» в тер-

минологии Эдмондса), например, приведенная выше, задача о минимальном остов-

ном дереве.

В класс NP входят задачи, решение которых можно проверить за полиномиаль-

ное время на машине Тьюринга. В частности, задача коммивояжера в форме рас-

познавания, очевидно, принадлежит классу NP , так как, если известен некоторый

маршрут обхода городов, то, чтобы решить задачу, достаточно сложить все входя-

щие в него расстояния (стоимости) и сравнить с заданной фиксированной величиной

B. Проверка произвольного маршрута требует линейной от количества городов тру-

доемкости.

Вложенность P ⊆ NP прямо следует из определения классов. Вопрос равен-

ства P = NP (или неравенства) является одним из основных вопросов современной

математики и назван математическим институтом Клея одной из семи проблем ты-

сячелетия [20].

Фундаментальным прорывом в работах Кука и Карпа было открытие еще одно-

го класса сложности NPC. Задача называется NP -полной (NP -complete), если к

ней можно свести любую другую задачу из класса NP за полиномиальное время.

Первой доказанной NP -полной задачей стала задача о выполнимости булевых фор-

мул (satisfiability или SAT)[19]. Ричард Карп расширил список до 21 задачи [34], и в

дальнейшем было показано, что подавляющее большинство известных труднорешае-

мых задач распознавания входят в класс NPC. Исключениями являются, например,

такие задачи как изоморфизм графов, факторизация целых чисел и дискретное лога-

рифмирование (интересно, что именно две последних задачи получили широкое рас-

пространение в шифровании), для которых было показано [38], что в случае P 6= NP

они не принадлежат ни P ни NPC (и образуют класс NPI или NP -intermediate).

Отметим, что оптимизационная задача коммивояжера входит в еще один класс

сложности, так называемых, NP -трудных задач (NP -hard), состоящий из задач не

уступающих по сложности NP -полным задачам, но не входящих в класс NP (класс

задач распознавания).

Таким образом, построив эффективный алгоритм решения произвольной NP -

полной задачи (например, задачи коммивояжера) можно перекинуть мостик на лю-

бую другую задачу распознавания и решить ее за достаточно быстрое (полиноми-

альное) время. Подобный вариант равенства классов сложности P и NP перевернул
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бы картину современной математики и открыл безграничные области применения,

скажем, положив конец всей современной криптографии. Более того, Стивен Кук

в работе [20] показал, что при P = NP компьютер сможет построить формальное

доказательство абсолютно любой теоремы (разумной длины), так как формальное

доказательство легко проверить за полиномиальное время. Однако, вопрос так и

остается открытым.

Кроме того, по-прежнему не ясно чем труднорешаемые (на данный момент) зада-

чи отличаются от нетруднорешаемых. Какие их свойства препятствуют построению

эффективных алгоритмов этих задач. Одним из подходов, проливающих определен-

ный свет на проблему, является так называемый «геометрический подход к задачам

комбинаторной оптимизации». В основе лежит представление множества вариантов

задачи X в виде множества точек эвклидова пространства Rn и допущении, что

функция цели линейна (как правило, выполнено). Таким образом, задачу комби-

наторной оптимизации можно представить как оптимизацию линейной функции на

некотором множестве точек в n-мерном пространстве:

f(x) = (c, x)→ min /max, x ∈ X.

В данной форме задача комбинаторной оптимизации напоминает постановку клас-

сической задачи линейного программирования. Идея задействовать алгоритмы ли-

нейного программирования для решения сложных оптимизационных задач появи-

лась еще на заре развития данной теории. Так Джордж Данциг, Рэй Фалкерсон и

Селмер Джонсон опубликовали в 1954 году свою знаменитую работу по альтерна-

тивному подходу к решению задачи коммивояжера [24], задействовав новую геомет-

рическую конструкцию: многогранник задачи коммивояжера, первые исследования

которого были проведены Хеллером и Куном [31, 37]. Семью годами ранее Данциг

разработал симплекс-метод [23], который быстро стал основным аппаратом реше-

ния задач линейного программирования и был назван Джоном Нэшем в журнале

Computing in Science and Engineering одним из 10 основных алгоритмов 20-го века

[41]. На волне воодушевления от бесконечных приложений симплекс-метода Данциг,

Фалкерсон и Джонсон преобразовали задачу коммивояжера к задаче целочисленно-

го линейного программирования и, применив симплекс-метод, решили задачу для 49

столиц штатов США (штат Гавайи был образован только в 1959 году), что на тот

момент было феноменальным результатом. Напомним, что общее число маршрутов

для 49 городов составляет 48!
2
≈ 6.2 · 1060. Суперкомпьютеру IBM Sequoia на 1 572
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864 параллельных процессорах для решения данной задачи прямым перебором всех

возможных маршрутов потребовалось бы примерно 1037 лет.

В 1960 году Ленд и Дойг предложили оптимизированный алгоритм решения зада-

чи целочисленного программирования, получивший название метода ветвей и границ

[39]. С тех пор в этом направлении наблюдался заметный прогресс, так в 2004 году

была решена задача коммивояжера для всех 24978 городов Швеции [14], а текущий

рекорд составляет 85900 городов и известен как pla85900, это наибольший пример из

библиотеки TSPLIB [13].

Окончательно геометрический подход к задачам комбинаторной оптимизации сло-

жился в 60-ые годы прошлого века в работах Эдмондса, Форда и Фалкерсона, а также

Хофмана [21, 26, 32], и получил название «polyhedral combinatorics» (или полиэдраль-

ная комбинаторика). Если множество вариантов X представить в виде множества

точек эвклидова пространства Rn и перейти к выпуклой оболочке conv(X), тогда

min{(c, x) | x ∈ X} = min{(c, x) | x ∈ conv(X)}.

Выпуклая оболочка конечного множества X представляет собой выпуклый много-

гранник и правая часть равенства – это классическая постановка задачи линейного

программирования:

min
x∈Rn

f(x) = (c, x) : Ax ≤ b.

Одним из препятствий на пути развития идеи решения задач комбинаторной оп-

тимизации алгоритмами линейного программирования стала трудоемкость симплекс-

метода Данцига. В 1972 году Виктор Кли и Джордж Минти показали, что на незна-

чительно скошенном единичном кубе (куб Кли-Минти) симплекс-метод работает по

наихудшему сценарию и требует экспоненциального числа шагов [36]. Таким обра-

зом, с теоретической точки зрения, симплекс-метод потерял звание «эффективного

алгоритма». Тем, не менее, уже в 1978 году Леонид Хачиян модифицировал метод

эллипсоидов Шора для решения задачи линейного программирования [12], доказав,

что время вычисления будет гарантированно меньше, чем полиномиальная функция

размерности задачи и количества входных данных. Однако, степень полинома, кото-

рую он установил, оказалась слишком высокой для того, чтобы этот алгоритм можно

было использовать при решении практических задач. На первый взгляд, здесь име-

ет место математический парадокс: полиномиальный, а значит, эффективный метод

эллипсоидов на практике почти всегда проигрывает «неэффективному» симплекс-

методу, кроме некоторых частных случаев. В действительности, это достаточно важ-
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ный момент, так как речь идет о самом определении трудоемкости. В классическом

смысле под трудоемкостью алгоритма понимают число действий (или время рабо-

ты) в худшем случае. Это не лишено смысла, так как при «лучшем раскладе» и

полный перебор может закончиться уже на первом проверенном варианте. И в та-

ком понимании алгоритм Хачияна «эффективнее» симплекс метода, так как нико-

гда не превратится в полный перебор. Однако симплекс-метод Данцига моментально

выигрывает, если за трудоемкость принять время работы в среднем. Тем не менее,

результат Хачияна имел фундаментальное значение, так как показал, что задача

линейного программирования принадлежит сравнительно узкому классу P полино-

миально разрешимых задач. Развитием идеи стал описанный всего шестью годами

позже в 1984 году алгоритм Кармаркара [33], эффективный не только теоретически,

но и практически.

Учитывая фундаментальный результат Хачияна и тот факт, что основоположни-

ком самой теории линейного программирования был другой выдающийся советский

математик Леонид Канторович, опубликовавший основные ее положения еще в 1939

году [8], можно сказать, что данная теория была весьма востребована в Советском

Союзе (хотя далеко и не сразу). Сам Канторович в своей нобелевской лекции в 1975

году объяснил это тем, что государственная программа развития Госплана факти-

чески сводилась к тому, чтобы закодировать всю экономику СССР в виде огромной

задачи линейного программирования, а потом решить ее и получить оптимальный

план [9].

Работы Хачияна и Кармаркара устранили первое препятствие на пути геомет-

рического подхода к решению задач комбинаторной оптимизации. Теперь переход к

задаче линейного программирования фактически предлагал эффективный алгоритм

решения практически любой комбинаторной задачи.

Тонкость, однако, заключается в том, что по теореме Вейля-Минковского про-

извольный выпуклый многогранник можно определить двумя эквивалентными спо-

собами: как выпуклую оболочку его вершин (внутреннее описание) или как систему

неравенств, описывающую пересечение некоторых полупространств, задающих фасе-

ты многогранника (внешнее описание). Задачи комбинаторной оптимизации сводятся

к внутренней форме, а все эффективные алгоритмы описаны для внешней, меж-

ду тем переход от вершин к фасетам является абсолютно нетривиальной задачей.

Во-первых, она решена только для некоторых сравнительно «просто устроенных»

классов комбинаторных многогранников, в то время как для большинства много-
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гранников полного описания до сих пор не было построено. Во-вторых, зачастую

многогранники задач имеют столь сложную структуру, что трудно даже принципи-

ально говорить о возможном описании их фасет. Так, например, Л. Биллера и А.

Сарангаджан доказали, что каждый 0/1 многогранник является гранью многогран-

ника задачи коммивояжера [16]. В-третьих, даже если для некоторого многогранника

комбинаторно-оптимизационной задачи построено полное внешнее описание, вероят-

нее всего оно содержит экспоненциально большое число неравенств и эффективность

алгоритмов линейного программирования будет потеряна уже на входных данных.

Следует отметить, что последнее замечание не столь безнадежно и экспоненци-

альный размер задачи не обязательно означает ее труднорешаемость. Так, Гретчел,

Ловаш и Шрайвер показали, что трудоемкость метода эллипсоидов Хачияна зави-

сит от числа переменных и размера коэффициентов, но не от числа уравнений [29].

Этот факт позволил им построить полиномиальные алгоритмы решения задач о вер-

шинной упаковке для совершенного графа, задачи о пересечении матроидов и ряда

других. Но и здесь есть подводные камни. Алгоритм Хачияна не зависит напрямую

от числа неравенств, но очень чувствителен к коэффициентам в линейных ограниче-

ниях. Некоторое представление о возможной величине этих коэффициентов можно

составить по следующей оценке Гюнтера Циглера для coeff(d) – наибольшего целого

коэффициента в описании фасет d-мерного 0/1 многогранника [46]:

(d− 1)
d−1
2

22d+o(d)
≤ coeff(d) ≤ d

d
2

2d−1
.

Кроме непосредственного применения алгоритмов линейного программирования

для решения задач комбинаторной оптимизации, геометрический подход предлага-

ет новые конструкции для изучения: многогранники задач. Объектом исследования

polyhedral combinatorics является не только полное описание граней многогранни-

ков, что необходимо для перехода от вершин к фасетам, но и изучение различных

комбинаторных характеристик граничных комплексов многогранников задач и ис-

пользование этих характеристик, например, для оценки сложности соответствующих

задач.

Одним из наиболее ярких примеров характеристик такого рода служит плотность

графа многогранника задачи. Напомним, что плотность графа или кликовое число

графа равно наибольшему количеству попарно смежных вершин или числу вершин

в наибольшей клике. В работах В.А. Бондаренко [2, 3, 7] установлено, что плотность

графа многогранника служит нижней границей временной трудоемкости задачи в
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широком классе алгоритмов прямого типа, основанных на линейных сравнениях. К

таким алгоритмам в частности относятся алгоритмы сортировки, «жадный» алго-

ритм, метод ветвей и границ, метод динамического программирования, венгерский

алгоритм и другие широко известные комбинаторные методы.

В основе идеи лежит разбиение пространства Rn на конусы⋃
x∈X

K(x) = Rn.

Каждому элементу x множества X (каждому варианту в задаче оптимизации) ста-

вится в соответствие свой конус

K(x) = {ω : (ω, x) ≥ (ω, y), ∀y ∈ X},

образованный всеми целевыми векторами ω для которых функция f(t) = (ω, t) на

множестве X достигает максимума (или минимума, если в определении множества

поменять знак неравенства) в точности на элементе x.

В 1956 году в своей знаменитой работе [27] Дэвид Гейл переоткрыл циклические

многогранники, описанные за 50 лет до него Константином Каратеодори [17]. Уже в

R4 циклические многогранники могут иметь как угодно много вершин, причем все

они будут смежны. Конусное разбиение, построенное по такому многограннику, обла-

дает тем свойством, что любые два конуса граничат друг с другом по (n− 1)-мерной

грани. Алгоритм прямого типа, основанный на линейных сравнениях, отбрасывает

часть конусов, деля пространства на два полупространства гиперплоскостью. В ре-

зультате, для данного разбиения на каждом шаге может быть исключен только один

конус, и полного перебора избежать принципиально невозможно.

Следует отметить, что циклические многогранники не являются уникальными.

Напротив, при больших размерностях данная «аномалия» становится скорее прави-

лом. Так, известно, что выбрав случайным образом с равномерным распределением

вероятностей k вершин единичного n-мерного куба (такая конструкция называется

случайным 0/1 многогранником), с вероятностью

Pk,n ≥ 1− k4

4

(
5

8

)n

получим многогранник, все вершины которого окажутся попарно смежными [7]. Со-

ответственно, выбранные случайным образом 50000 вершин единичного 100-мерного

куба образуют 2-смежностной многогранник с вероятностью превышающей 0,99.
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Таким образом, плотность графа многогранника задачи в некотором роде от-

вечает на вопрос: «насколько сложна данная задача?». Действительно, для целого

ряда известных труднорешаемых задач получена экспоненциальная нижняя оценка

плотности графа многогранника [7, 10, 15], в то время как для полиномиально разре-

шимых задач установлены, соответственно, полиномиальные (а в некоторых случаях

и линейные) верхние и нижние оценки плотности [1, 7, 11].

Из всего вышесказанного следует, что большой интерес для изучения представ-

ляют многогранники с высокой плотностью графа, но простым полиномиальным

внешним описанием. С одной стороны высокая плотность графа предполагает, что

ассоциированные с многогранником задачи будут труднорешаемыми. С другой сто-

роны, достаточно простая система линейных неравенств, определяющих фасеты мно-

гогранника, позволила бы без каких-либо проблем задействовать известные полино-

миальные алгоритмы линейного программирования.

Примером подобных многогранников могут являться так называемые релаксаци-

онные многогранники задач, которые возникают, если в ограничениях комбинатор-

ных задач целочисленным (дискретным) переменным разрешить принимать непре-

рывные значения. Например, в задаче о максимально разрезе графа можно допу-

стить «дробление» вершин графа на части и помещение их в разные подмножества

вершин. Данный прием носит название LP-релаксация и достаточно широко распро-

странен как в теории линейного программирования, так и в полиэдральной комбина-

торике. Например, приведенный выше классический результат Данцига, Фалкерсо-

на и Джонсона для задачи коммивояжера на 49 городах был получен применением

симплекс-метода на релаксационном многограннике задачи коммивояжера. Прямое

построение многогранника коммивояжера не представляется возможным ввиду фан-

тастической сложности его структуры [16].
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