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Об одной задаче распознавания на релаксациях разрезного

многогранника1

Исследуется сложность задачи распознавания особого рода на релакса-

ционных многогранниках задачи о максимальном разрезе графа. Уста-

навливаются характерные свойства точек релаксаций, которые препят-

ствуют эффективному решению задачи распознавания.

1. Введение

Широко известно, что разнообразные вопросы управления сложными системами,
как правило, сводятся к решению задач дискретной или комбинаторной оптимиза-
ции, которые в свою очередь часто представляют в виде моделей линейного и це-
лочисленного программирования. Этим в значительной мере объясняется тот факт,
что с различными аспектами линейного и целочисленного программирования свя-
зано большое число исследований, направленных на разработку эффективных по
трудоемкости алгоритмов.

Рассматриваются две задачи, связанные с оптимизацией линейной целевой функ-
ции на целых вершинах некоторого выпуклого многогранника.

Первая задача – это хорошо известная задача целочисленного программирования:

max
x∈Zn

f(x) = (c, x) : Ax 6 b,

где b ∈ Zm, c ∈ Zn, матрица A ∈ Zm×n.
1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Правительства РФ договор

11.G34.31.0053.
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Вторая задача описана в работе [1] (см. также [2]), где получила название задачи
распознавания целочисленности. Ее постановку можно сформулировать в следую-
щем виде:

Зад а ч а 1. Пусть M̄ – некоторый класс выпуклых многогранников, определя-
емых линейными ограничениями. Пусть M ∈ M̄ , а Z – множество всех целых
точек из M . Обозначим через f(x) = (c, x) линейную целевую функцию. Требуется
выяснить, выполняется ли равенство

max
x∈M

f(x) = max
z∈Z

f(z).

Таким образом, задача распознавания целочисленности направлена на вопрос:
«Есть ли среди вершин многогранника, на которых заданная целевая функция до-
стигает своего максимума, хотя бы одна целая?»

Нетрудно заметить, что решение задачи целочисленного программирования ав-
томатически предполагает получение ответа для задачи распознавания целочислен-
ности, в то время как обратное, строго говоря, не верно. Действительно, если в зада-
че распознавания целочисленности ответ положителен, то и задача целочисленного
программирования будет решена. Однако если максимум целевой функции не до-
стигается в целой вершине, то ответ для задачи целочисленного программирования
остается по-прежнему не известен. Таким образом, в некотором смысле распозна-
вание целочисленности является более простой задачей, нежели целочисленное про-
граммирование.

Тем не менее, в общем случае обе задачи относятся к труднорешаемым задачам, а
именно, к классам NP-полных и NP-трудных задач, соответственно. В то же время в
некоторых частных случаях, например на n-мерном единичном гиперкубе, обе задачи
могут быть решены за полиномиальное время. Таким образом, интерес для изучения
представляет некоторый «пограничный» пример многогранника, для которого эти
две задачи относились бы к принципиально различным классам сложности.

В работе [1] было доказано, что известный [3, 4, 5] класс корневых полуметриче-
ских многогранниковMn удовлетворяет предъявленным требованиям. К задаче цело-
численного программирования на корневом полуметрическом многограннике сводит-
ся известная NP -полная задача о максимальном разрезе графа [4, 5] и, соответствен-
но, она относится к классу NP -трудных задач. В то же время, задача распознавания
целочисленности на корневом полуметрическом многограннике полиномиально раз-
решима [1].

В основе полиномиальной разрешимости задачи распознавания целочисленности
на корневом полуметрическом многограннике Mn лежит следующее свойство еще
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одной отличной от Mn релаксации разрезного многогранника Mn,3:

Утв е ржд е н и е 1. Каждая точка многогранникаMn,3 является выпуклой ком-
бинацией вершин многогранника Mn, среди которых есть хотя бы одна целая.

Действительно, в силу данного утверждения для решения задачи распознавания
целочисленности на корневом полуметрическом многограннике Mn достаточно срав-
нить максимумы заданной целевой функции на Mn и Mn,3 (двойное решение задачи
линейного программирования, полиномиальные алгоритмы для которой хорошо из-
вестны), тогда, в случае равенства значений задача распознавания целочисленности
предполагает ответ «да», а в случае различия – ответ «нет».

Данная статья посвящена изучению задачи распознавания целочисленности на
многогранникеMn,3. Впервые этот вопрос был поставлен в работе [6], где были анон-
сированы некоторые результаты относительно поставленной задачи. Ниже получен-
ные ранее результаты будут значительно улучшены, кроме того будут приведены
принципиально новые доказательства ранее известных фактов.

2. Релаксации разрезного многогранника

Объектом исследования в статье являются релаксационные многогранники зада-
чи о максимальном разрезе, поэтому предварительно напомним классический вари-
ант построения многогранника задачи о максимальном разрезе.

Зад а ч а 2. Заданы неориентированный граф G = (V,E) и некоторая функция
C : E → Z+, каждому ребру e ∈ E сопоставляющая неотрицательное целое число
C(e), называемое весом ребра.

Требуется найти такое разбиение множества вершин V на два непересекаю-
щихся подмножества P и Q (разрез), чтобы сумма весов ребер из E, соединяющих
вершины из множеств P и Q, была максимальной (максимальный разрез).

Каждому подмножеству S ⊆ Nn = {1, ..., n} (каждому разрезу) сопоставляется
характеристический (0/1) вектор по следующему правилу:

δ(S) ∈ {0, 1}d, d = C2
n, где

δ(S)i,j =

{
1, если |S ∩ {i, j}| = 1,

0 в противном случае.

1 6 i < j 6 n.

Тогда разрезной многогранник CUT (n) представляет собой выпуклую оболочку всех
характеристических (разрезных) векторов:

CUT (n) = conv{δ(S) : S ∈ Nn} ⊆ Rd.
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Таким образом, вершинами разрезного многогранника CUT (n) являются харак-
теристические векторы всех возможных разрезов полного графа на n вершинах.

Задача о максимальном разрезе графа на n вершинах в оптимизационной фор-
ме сводится к задаче линейного программирования на разрезном многограннике
CUT (n) с целевой функцией, содержащей веса ребер [5, 7]. Однако применение эф-
фективных алгоритмов линейного программирования требует построения полного
внешнего описания разрезного многогранника: построения всех его фасет (гипергра-
ней). Это задача до сих пор не решена и полное описание содержит, судя по все-
му, сверхэкспоненциальное количество линейных ограничений, не говоря о том, что
каждая фасета может иметь сверхэкспоненциально большие коэффициенты в своем
описании [5, 7].

Таким образом, интерес представляют так называемые релаксационные много-
гранники задачи о максимально разрезе, которые обладают значительно более про-
стым внешним описанием, но по-прежнему оставляют возможность рассматривать
на них задачу о максимальном разрезе как оптимизацию линейной функции. К ним,
в частности, относится известный корневой полуметрический многогранник[1, 3, 5],
внешние ограничения которого имеют вид:

xi,j + yi,j + zi,j + ti,j = 1,(1)

xi,j + yi,j = xk,j + yk,j,(2)

xi,j + zi,j = xi,l + zi,l,(3)

xi,j = xj,i, ti,j = tj,i, yi,j = zj,i,(4)

yi,i = zi,i = 0,(5)

xi,j > 0, yi,j > 0, zi,j > 0, ti,j > 0,(6)

где i, j, k, l независимо пробегают значения 1, ..., n.

Заметим, что координаты точек многогранника Mn удобно представлять в виде
блочной матрицы (Табл. 1, Приложение 2).

Многогранник MZ
n , порождаемый выпуклой оболочкой целых вершин корнево-

го полуметрического многогранника Mn совпадает с разрезным многогранником
CUT (n) [3, 5], поэтому Mn является релаксационным многогранником задачи о мак-
симальном разрезе, или релаксацией разрезного многогранника, а сама задача о раз-
резе сводится к задаче целочисленного программирования на Mn.

Однако это не единственный способ построить релаксационный многогранник за-
дачи о максимальном разрезе. Определим, следуя [5, 6], релаксации разрезного мно-
гогранника более высоких уровней. С этой целью выберем натуральное k (k 6 n)
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и рассмотрим систему неравенств S, задающую многогранник MZ
k ; обозначим че-

рез Θ число этих неравенств. Далее для каждого k-элементного подмножества
ν = {ν1, ..., νk} множества Nn рассмотрим систему Sν , получающуюся из системы
неравенств S заменой переменных xi,j, yi,j, zi,j и ti,j, соответственно, на xνi,νj , yνi,νj ,
zνi,νj и tνi,νj . Дополним систему (1)-(6) совокупностью всех Θ · Ck

n указанных нера-
венств, а многогранник, который задается расширенной системой ограничений, обо-
значим через Mn,k. Таким образом, релаксации Mn,k представляют собой последова-
тельность вложенных друг в друга многогранников:

CUT (n) ∼MZ
n = Mn,n ⊆Mn,n−1 ⊆ . . . ⊆Mn,k ⊆ . . . ⊆Mn,3 ⊆Mn,2 = Mn,1 = Mn.

Первая, отличная от корневого полуметрического многогранника, релаксация
Mn,3 разрезного многогранника была подробно описана в работе [1].

Если ввести новые обозначения для координат корневого полуметрического мно-
гогранника:

xi,j = x1,1i,j , yi,j = x1,2i,j , zi,j = x2,1i,j , ti,j = x2,2i,j ,

то имеет место

Утв е ржд е н и е 2. Многогранник Mn,3 задается системой неравенств (1)-(6) и
дополнительными ограничениями вида:

xai,aii,i + x
aj ,aj
j,j + xak,akk,k − xaj ,aii,j − xak,aii,k − xak,ajj,k 6 1,(7)

для каждой тройки индексов i, j, k, где 1 6 i < j < k 6 n и всех векторов a ∈ [1, 2]n.

В работе [8] приводятся ограничения следующих двух релаксаций Mn,4 и Mn,5.

Утв е ржд е н и е 3. Многогранник Mn,4 задается системой неравенств (1)-(7) и
дополнительными ограничениями вида:

(8) xai,aii,i + x
aj ,aj
j,j + xak,akk,k + xal,all,l − x

aj ,ai
i,j − xak,aii,k − xal,aii,l − x

ak,aj
j,k − xal,ajj,l − x

al,ak
k,l 6 1,

для каждой четверки индексов i, j, k, l, где 1 6 i < j < k < l 6 n и для всех векторов
a ∈ [1, 2]n.

Утв е ржд е н и е 4. Многогранник Mn,5 определен системой неравенств (1)-(8)
и дополнительными ограничениями вида:

∀i, j, k, l, p : 1 6 i < j < k < l < p 6 n, ∀a, b ∈ [1, 2]n,

xai,aii,i + x
aj ,aj
j,j + xak,akk,k + xal,all,l + xap,app,p − xaj ,aii,j − xak,aii,k − xal,aii,l −

(9) −xap,aii,p − xak,ajj,k − xal,ajj,l − x
ap,aj
j,p − xal,akk,l − x

ap,ak
k,p − xap,all,p 6 1,
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2 · (xbi,bii,i + x
bj ,bj
j,j + xbk,bkk,k + xbl,bll,l + xbp,bpp,p )− xbj ,bii,j − x

bk,bi
i,k − x

bl,bi
i,l −

(10) −xbp,bii,p − x
bk,bj
j,k − x

bl,bj
j,l − x

bp,bj
j,p − x

bl,bk
k,l − x

bp,bk
k,p − x

bp,bl
l,p 6 3,

∀i, j, k, l : 1 6 i < j < k < l 6 n, ∀p ∈ Nn\{i, j, k, l},∀c ∈ [1, 2]n :

3 · x1−cp,1−cpp,p + 2 · (xci,cpp,i + x
cj ,cp
p,j + x

ck,cp
p,k + x

cl,cp
p,l )−

(11) −xcj ,cii,j − x
ck,ci
i,k − x

cl,ci
i,l − x

ck,cj
j,k − x

cl,cj
j,l − x

cl,ck
k,l 6 3.

Для доказательства этих утверждений достаточно рассмотреть построенные дан-
ным образом многогранники M4,4 и M5,5 и показать, что они обладают только це-
лочисленными вершинами и равны MZ

4 и MZ
5 , соответственно. Для этого можно

воспользоваться любым специализированным программным обеспечением для по-
строения многомерной выпуклой оболочки множества точек, например [9, 10].

3. Задача распознавания целочисленности на Mn,3 и 3-однородные

смешанные гиперграфы. Основные результаты.

Задача распознавания целочисленности на многограннике Mn,3 является NP -
полной, так как к ней можно свести [6] известную NP -полную задачу о 3-
выполнимости при различных литералах (not-all-equal 3-SAT, NAE-3-SAT) [11]. В
этом состоит принципиальное отличие задачи распознавания целочисленности на
Mn,3 от более общего случая корневого полуметрического многогранника Mn, на ко-
тором задача распознавания целочисленности полиномиально разрешима [1].

В то же время, если свойство Утверждения 1 наследуется многогранником Mn,3

и любая точка некоторой релаксации Mn,k представляет собой выпуклую комбина-
цию вершин Mn,3, одна из которых обязательно целая, то повторив рассуждения
из работы [1] и сравнив максимумы заданной целевой функции на многогранниках
Mn,k иMn,3, можно решить задачу распознавания целочисленности наMn,3 двойным
применением линейного программирования.

В работе [6] описана связь между свойствами точек релаксаций Mn,k разрезного
многогранника и 3-однородными смешанными гиперграфами G = (V,E,A) специ-
ального вида, где

• V - множество вершин, V = Nn = {1, ..., n};

• E - множество неориентированных ребер, E = {(i, j, k)} ⊆ Nn ×Nn ×Nn;
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• A - множество ориентированных ребер, A = {((i, j), k)} ⊆ Nn × Nn × Nn, где
пара вершин (i, j) - начало ребра, вершина k - конец ребра.

Введем операцию инвертирования i-той вершины гиперграфа G = (V,E,A), ко-
торая преобразует все ребра, инцидентные этой вершине, следующим образом:

(i, j, k)→ ((j, k), i), ((j, k), i)→ (i, j, k), ((i, j), k)→ ((i, k), j).

Результатом операции инвертирования является новый 3-однородный смешанный
гиперграф G

′
= InviG = (V,E

′
, A
′
).

Аналогично определим операцию инвертирования подмножества вершин гипер-
графа G, таким образом, что Invi,j,k(G) = Invi(Invj(Invk(G))).

Введем класс GI так называемых «неинвертируемых» гиперграфов G = (V,E,A),
для которых множество неориентированных ребер E не пусто и остается непустым
при всех возможных инверсиях. То есть:

G = (V,E,A) ∈ GI ⇔

{
E 6= �,
∀W ⊆ V : InvW (G) ∈ GI .

В работе [6] приведено следующее

Утв е ржд е н и е 5. Задача распознавания вида: «Верно ли, что гиперграф G не
принадлежит классу GI?» является NP-полной.

Действительно, если рассмотреть подмножество гиперграфов рассматриваемого
вида G = (V,E, 0) с пустым множеством ориентированных ребер, то, нетрудно прове-
рить, что задача распознавания принадлежности классу GI эквивалентна известной
NP -полной задаче 2-раскрашиваемость 3-однородного гиперграфа (или проверке 3-
однородного гиперграфа на двудольность) [11].

Каждой точке u ∈Mn,3 сопоставим 3-однородный смешанный гиперграф рассмат-
риваемого вида, который назовем гиперграфом точкиG(u), по следующим правилам:

1) V = Nn;

2) (i, j, k) ∈ E(u) тогда и только тогда, когда yi,j + zi,j + yi,k + zi,k + yj,k + zj,k = 2;

3) ((i, j), k) ∈ A(u) тогда и только тогда, когда yi,j + zi,j + xi,k + ti,k + xj,k + tj,k = 2.

Отметим, что ребра гиперграфа некоторой точки u многогранника Mn,3 при та-
ком построении соответствуют «новым» фасетам Mn,3 (отличным от гиперграней
корневого полуметрического многогранника Mn).

Для точек многогранника Mn,3 в работе [6] сформулирована
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Те о р ем а 1. Если для некоторой точки u ∈ Mn,3 ее гиперграф G(u) принадле-
жит классу «неинвертируемых» гиперграфов GI , то в любом разложении u в виде
выпуклой комбинации вершин Mn,3 нет ни одной целой вершины.

Доказательство Теоремы 1 дано в Приложении 1.

Таким образом, точки многогранника Mn,3 гиперграфы которых «неинвертируе-
мы» являются в некотором роде «плохими». Именно они препятствуют эффектив-
ному решению задачи распознавания целочисленности на многограннике. Однако, в
случае корневого полуметрического многогранника Mn все подобные «плохие» точ-
ки, которые представляют собой лишь выпуклые комбинации нецелочисленных вер-
шин (т.е. принадлежат фасетам, имеющим только нецелочисленные вершины), уда-
лось отсечь, наложив полиномиальное ( 2n(n−1)(n−2)

3
) число дополнительных линей-

ных ограничений, которые и образовали многогранникMn,3. Если бы удалось отсечь
все «плохие» точки многогранника Mn,3 некоторой релаксацией Mn,k, тогда возмож-
но было бы построить полиномиальный алгоритм решения задачи распознавания
целочисленности на Mn,3 и, соответственно задачи NAE-3-SAT.

Отметим, что речь не идет об усечении многогранника до полностью целочис-
ленного, что, безусловно, решило бы проблему с «плохими» точками. Однако, мно-
гогранник MZ

n,3(= MZ
n ) эквивалентен разрезному многограннику и обладает сверх-

экспоненциальным числом гиперграней. Напротив, в случае корневого полуметри-
ческого многогранника удалось полиномиальным (порядка n3) числом дополнитель-
ных ограничений перейти к, по-прежнему, нецелочисленному многограннику Mn,3 и
решить задачу распознавания целочисленности.

В работах [6, 8] было установлено, что ограничений следующих двух релаксаций
разрезного многогранника Mn,4 и Mn,5 не достаточно для отсечения всех «плохих»
точек Mn,3, и они не могут быть использованы для построения эффективного реше-
ния задачи распознавания целочисленности. Используя новые идеи в доказательстве,
полученную ранее оценку можно улучшить более чем в 16 раз.

Те о р ем а 2. Для любых n > 5 и q > 12 найдутся точки u ∈ Mn,4 и v ∈ Mq,5,
в любом разложении которых в выпуклые комбинации вершин многогранника Mn,3

(Mq,3 соответственно) нет ни одной целой вершины.

Доказательство Теоремы 2 дано в Приложении 1.

Примеры точек u и v для многогранников M5,4 и M12,5 приведены в Табл. 3 и 4
(Приложение 2).

Отметим, что ограничения многогранника Mn,5 являются достаточно мощными
и позволяют отсечь значительное число «плохих» точек многогранникаMn,3, однако
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и их недостаточно для решения задачи распознавания целочисленности на Mn,3 и,
соответственно, задачи NAE-3-SAT.

Вопрос с наличием подобных точек у последующих релаксацийMn,6 и далее оста-
ется открытым.

ПРИ ЛОЖЕ НИЕ 1

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Введем для точек многогранника Mn,3 опера-
цию инвертирования, которая произвольную точку u ∈ Mn,3 превращает в точку
v = Invj(u) (Табл. 2, Приложение 2).

Нетрудно проверить, что так построенная точка v удовлетворяет системе (1)-(7)
и также принадлежит многограннику Mn,3.

Отметим, что операции инвертирования точки многогранника Mn,3 и вершины
гиперграфа G эквивалентны в том смысле, что для точки v = Invj(u) ее гиперграф
G(v) = InvjG(u).

Предположим противное, т.е. предположим, что точка u раскладывается в вы-
пуклую комбинацию вершин, среди которых есть хотя бы одна целая:

u = α1v1 + α2v2 + ...+ αkvk,

∀i : αi > 0,

k∑
i=1

αi = 1,

∃i : vi ∈ extMZ
n,3.

Без ограничения общности положим, что целой является вершина v1 = v ∈
extMZ

n,3, тогда:
u = αv + α2v2 + ...+ αkvk,

k∑
i=2

αi = 1− α,

w =
1

1− α
(α2v2 + ...+ αkvk),

k∑
i=2

αi
1− α

= 1 ⇒ w ∈Mn,3,

u = αv + (1− α)w.

Нетрудно проверить, что:

∀i : Invi(u) = α(Invi(v)) + (1− α)(Invi(w)).
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Вершина v является целой, любая ее инверсия (Invi(v)) также будет целой вер-
шиной Mn,3. Учитывая, что множество целочисленных вершин многогранника Mn

эквивалентно множеству вершин разрезного многогранника CUT (n), инвертировав
точки u, v и w несколько раз, можно получить:

u∗ = αv∗ + (1− α)w∗,

v∗ : ∀i, j : xv
∗
i,j = 1.

Гиперграф G(u) принадлежит классу GI , следовательно, G(u∗) = (V,E∗, A∗) так-
же принадлежит GI . Тогда:

∃i, j, k : (i, j, k) ∈ E∗,

yu
∗

i,j + zu
∗

i,j + yu
∗

i,k + zu
∗

i,k + yu
∗

j,k + zu
∗

j,k = 2,

yv
∗

i,j + zv
∗

i,j + yv
∗

i,k + zv
∗

i,k + yv
∗

j,k + zv
∗

j,k = 0,

w∗ =
u∗ − αv∗

1− α
,

yw
∗

i,j + zw
∗

i,j + yw
∗

i,k + zw
∗

i,k + yw
∗

j,k + zw
∗

j,k =
2

1− α
,

α > 0,
2

1− α
> 2,

yw
∗

i,j + zw
∗

i,j + yw
∗

i,k + zw
∗

i,k + yw
∗

j,k + zw
∗

j,k > 2.

Противоречие, точка w не принадлежит многограннику Mn,3, а значит, точка
u представляет собой выпуклую комбинацию вершин Mn,3, среди которых нет ни
одной целой.

Теорема 1 доказана.

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Рассмотрим два смешанных гиперграфа G5 и
G12, приведенного вида, заданных своими списками ребер

G5 = (N5, E5,�), где

E5 = {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 4, 5), (2, 3, 4), (2, 3, 5), (2, 4, 5), (3, 4, 5)}.

G12 = (N12, E12,�), где

E12 = {(1, 5, 6), (1, 5, 8), (1, 5, 10), (1, 5, 12), (1, 6, 10), (1, 6, 11), (1, 7, 10), (1, 7, 12), (1, 8, 12),

(1, 11, 12), (2, 3, 6), (2, 3, 7), (2, 3, 8), (2, 3, 11), (2, 4, 5), (2, 4, 7), (2, 4, 8), (2, 4, 11),

(2, 5, 6), (2, 5, 8), (2, 6, 11), (3, 6, 10), (3, 6, 11), (3, 7, 10), (3, 7, 12), (3, 8, 12), (3, 11, 12),
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(4, 5, 8), (4, 5, 10), (4, 7, 9), (4, 7, 10), (4, 8, 9), (4, 9, 10), (4, 9, 11), (5, 6, 10), (5, 8, 12),

(6, 9, 10), (6, 9, 11), (7, 9, 10), (7, 9, 12), (8, 9, 12), (9, 11, 12)}.

Лем ма 1. Гиперграфы G5 и G12 принадлежат классу «неинвертируемых» ги-
перграфов GI .

Док а з а т е л ь с т в о л е ммы 1. Прежде всего, отметим, что для принадлежно-
сти графов G5 и G12 множеству «неинвертируемых» гиперграфов GI достаточно
проверить, что инверсия любого подмножества их вершин содержит неориентиро-
ванное ребро. Ввиду малого размера графов для этого потребуется перебор 25 = 32

и 212 = 4096 вариантов, соответственно, что не составляет никакого затруднения. Од-
нако простота перебора связано здесь, лишь, со сравнительно небольшим размером
графов. Так в примере из статьи [6] в аналогичной теореме фигурировал гиперграф
на 195 вершинах, что потребует перебора 2195 ≈ 5 × 1058 вариантов. Поэтому, име-
ет смысл предложить алгоритм проверки принадлежности гиперграфа классу GI ,
значительно превосходящий по эффективности полный перебор.

Каждому гиперграфуG = (V,E,A) рассматриваемого вида мы сопоставим задачу
3-выполнимость 3-SAT(G) по следующим правилам:

1) c каждой вершиной i ∈ V гиперграфа G свяжем логическую переменную xi;

2) каждому неориентированному ребру (i, j, k) ∈ E сопоставим пару дизъюнкций
xi ∨ xj ∨ xk и x̄i ∨ x̄j ∨ x̄k;

3) каждому ориентированному ребру ((i, j), k) также сопоставим пару дизъюнк-
ций xi ∨ xj ∨ x̄k и x̄i ∨ x̄j ∨ xk.

Гиперграф G принадлежит классу GI , если инверсия любого подмножества его
вершин InvW (G) содержит хотя бы одно неориентированное ребро. Рассмотрим про-
извольное подмножество вершин W ⊆ V и каждой логической переменной xi, где
i ∈ W задачи 3-SAT(G) сопоставим значение 1. Остальные логические переменные
примут значение 0.

Предположим, что гиперграф G не принадлежит классу GI . Построим инверсию
его вершин InvW (G), которая не содержит ни одного неориентированного ребра. Если
в гиперграфе G есть неориентированное ребро (i, j, k), то мы не можем не инверти-
ровать ни одной его вершины (набор значений логических переменных xi = 0, xj = 0

и xk = 0) и не можем инвертировать все его вершины (набор значений логических
переменных xi = 1, xj = 1 и xk = 1). Эти два набора отсекаются дизъюнкциями
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xi ∨ xj ∨ xk и x̄i ∨ x̄j ∨ x̄k. Аналогично, если гиперграфу G принадлежит ориенти-
рованное ребро ((i, j), k), то нельзя инвертировать одну лишь вершину k (xi = 0,
xj = 0 и xk = 1) или только пару вершин i, j (xi = 1, xj = 1 и xk = 0). Эти наборы,
соответственно, отсекаются дизъюнкциями xi ∨ xj ∨ x̄k и x̄i ∨ x̄j ∨ xk.

Имеем, гиперграф G принадлежит классу GI , тогда и только тогда, когда набор
дизъюнкций задачи 3-SAT(G) невыполним.

Таким образом, доказательство теоремы можно свести к проверке того факта, что
наборы дизъюнкций задач 3-SAT(G5) (5 логических переменных, 20 дизъюнкций) и
3-SAT(G12) (12 логических переменных, 84 дизъюнкции) невыполнимы. Для этого
достаточно воспользоваться любым программным обеспечением для решения задачи
3-SAT [12, 13]. Несмотря на то, что эта задача принадлежит классуNP -полных задач,
современные, так называемые «state-of-the-art» алгоритмы ее решения значительно
превосходят по эффективности полный перебор.

Лемма 1 доказана.

В соответствии с Теоремой 1, для доказательства существования «плохих» точек
релаксации Mn,k, в любом разложении которых по вершинам многогранника Mn,3

нет ни одной целой вершины, достаточно построить точки, гиперграфы которых
содержат G5 или G12 в качестве подграфов.

Рассмотрим точки u и v многогранников M5,3 и M12,3, координаты которых при-
ведены в Табл. 3 и 4 (Приложение 2).

С учетом Теоремы 1 и Леммы 1, для доказательства теоремы достаточно пока-
зать, что гиперграфы G(u) и G(v) совпадают с гиперграфами G5 и G12, соответ-
ственно, и принадлежат классу GI , и проверить, что точки u и v подпадают под
ограничения многогранников M5,4 и M12,5.

Две эти проверки можно объединить и показать, что точки u и v принадлежат
граням многогранников M5,4 и M12,5, полученных при пересечении фасет, соответ-
ствующим ребрам гиперграфов G5 и G12. Многогранник M5,4 определяется ограни-
чениями (1)-(8) общим числом 265 (а также 10 ограничений фасет для ребер G5),
многогранник M12,5 определяется ограничениями (1)-(11) общим числом порядка
1.8 × 105, которые легко генерируются комбинаторно (Утверждения 2-4). Принад-
лежность точек u и v многогранникам M5,4 и M12,5, заданным внешним описанием,
легко проверить с помощью любого соответствующего программного обеспечения.
Так, авторами для проверки (а также для нахождения точки v) были использованы
специализированные программы для решения задачи линейного программирования
lp_solve и GLPK (GNU Linear Programming Kit) [14, 15].
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Теорема 2 доказана.

ПРИ ЛОЖЕ НИЕ 2

xi,j yi,j

zi,j ti,j

Таблица 1. Блок координат.

xi,i 0 xi,j yi,j xi,k yi,k

0 ti,i zi,j ti,j zi,k ti,k

xj,j 0 xj,k yj,k

0 tj,j zj,k tj,k

xk,k 0

0 tk,k

⇒

xi,i 0 zi,j ti,j xi,k yi,k

0 ti,i xi,j yi,j zi,k ti,k

tj,j 0 yj,k xj,k

0 xj,j tj,k zj,k

xk,k 0

0 tk,k

Таблица 2. Операция инвертирования точки.
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Таблица 3. Координаты точки u многогранника M5,4.
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Таблица 4. Координаты точки v многогранника M12,5.
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