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Ãëàâà 1

Äâóìåðíûå òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

Â ÷åòûðåõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû èññëåäóþòñÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Â ðàçäåëå 1.1 ââîäÿòñÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå êàê äóàëüíûå
ê äèàãðàììàì Âîðîíîãî. Ðàçäåë 1.2 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ òðè-
àíãóëÿöèè Äåëîíå êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåáåðíûõ ôëèïîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
âðåìÿ äåéñòâèÿ àëãîðèòìà è íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èç âñåõ âîçìîæíûõ, íî òîò ôàêò,
÷òî îí çàêàí÷èâàåò ðàáîòó ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà
òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå íà ïëîñêîñòè. Â ðàçäåëå 1.3 ïîñòðîåí àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèå
ïîñëåäîâàòåëüíîå äîáàâëåíèå òî÷åê, ïðè÷åì ñëó÷àéíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òàêîãî àë-
ãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èç âîçìîæíûõ. Ðåàëèçàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî àëãîðèòìà
ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé è àëãîðèòìû ðàçäåëîâ 1.2 è 1.3 íå èñêëþ÷åíèÿ. Â ðàçäå-
ëå 1.4 îáñóæäàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òî÷íîé àðèôìåòèêè è ñèìâîëè÷åñêèõ âîçìóùåíèé
äëÿ ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñëîæíîñòåé ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

1.1 Âîðîíîé è Äåëîíå

Â äàííîé ëåêöèè ââîäÿòñÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå êàê äóàëüíûå ê äèàãðàììàì Âî-
ðîíîãî. Îáñóæäàþòñÿ ðîëü îáùåãî ïîëîæåíèÿ òî÷åê â îïðåäåëåíèè è îáúÿñíÿþòñÿ
íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå.

Äèàãðàììû Âîðîíîãî

Îïðåäåëåíèå äèàãðàìì Âîðîíîãî êàê ñîïîñòàâëåíèÿ êàæäîé òî÷êå êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà åå �îáëàñòè âëèÿíèÿ�.

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî S ∈ R2 èç n òî÷åê. Îïðåäåëèì îáëàñòè Âîðîíîãî äëÿ
äàííîé òî÷êè p ∈ S, êàê ìíîæåñòâà òî÷åê x ∈ R2, êîòîðûå íå äàëüøå îò íåå ÷åì îò
âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê S:

Vp = {x ∈ R2 : ||x− p|| ≤ ||x− q||,∀q ∈ S}.

Åñëè Hpq = {x ∈ R2 : ||x−p|| ≤ ||x−q||} îáîçíà÷àåò ïîëóïëîñêîñòü èç òî÷åê, êîòîðûå
áëèæå ê p ÷åì ê q, òî îáëàñòü Âîðîíîãî äëÿ p ýòî ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóïëîñêîñòåé Hpq

äëÿ âñåõ q ∈ S \ p, òî åñòü Vp � âûïóêëîå ìíîãîóãîëüíîå ìíîæåñòâî ñ íå áîëåå ÷åì
n− 1 ðåáðîì, âîçìîæíî íåîãðàíè÷åííîå.

Ëþáàÿ òî÷êà x ∈ R2 èìååò õîòÿ áû îäíó áëèæàéøóþ òî÷êó èç S è ïîýòîìó ëåæèò
õîòÿ áû â îäíîé îáëàñòè Âîðîíîãî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòè Âîðîíîãî ðàçáèâàþò
âñþ ïëîñêîñòü. Äâå îáëàñòè Âîðîíîãî ðàçäåëÿþòñÿ ñðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê
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îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ïîðîæäàþùèå èõ òî÷êè, à çíà÷èò îáëàñòè Âîðîíîãî íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ ïî âíóòðåííèì òî÷êàì è åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò äâóì îáëàñòÿì Âîðîíî-
ãî, òî îíà ëåæèò íà ñîîòâåòñòâóþùåì ñðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Îáëàñòè Âîðîíîãî
âìåñòè ñ èõ îáùèìè ðåáðàìè è âåðøèíàìè îáðàçóþò äèàãðàììó Âîðîíîãî.

Òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

Åñëè ïî äàííîé äèàãðàììå Âîðîíîãî ìû ïîñòðîèì äóàëüíóþ, íàðèñîâàâ ðåáðà Äå-

ëîíå äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí p, q ∈ S, ó îáëàñòåé Âîðîíîãî êîòîðûõ åñòü îáùèé
îòðåçîê ãðàíèöû. Â îáùåì ñëó÷àå ðåáðà Äåëîíå ðàçáèâàþò âûïóêëóþ îáîëî÷êó S íà
òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè Äåëîíå.

Äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ðåáåð áóäåì èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ïëîñ-
êèõ ãðàôàõ, òî åñòü ãðàôàõ êîòîðûå ìîãóò áûòü íàðèñîâàíû íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå-
÷åíèÿ ðåáåð. Ýòî âåðíî, ÷òî ðåáðà Äåëîíå íå ïåðåñåêàþòñÿ, îäíàêî ÷òîáû ïîêà ýòî íå
äîêàçûâàòü, ìû íàðèñóåì ðåáðà â âèäå ëîìàíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó íà îáùåì
îòðåçêå. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ýéëåðà ìîæíî ïîëó÷èòü (è íàäî ýòî ñäåëàòü), ÷òî â
ïëîñêîì ãðàôå ñ n ≥ 3 âåðøèíàìè íå áîëåå 3n − 6 ðåáåð è 2n − 4 ãðàíåé. Òàêèå
æå ãðàíèöû âåðíû è äëÿ êîëè÷åñòâà ðåáåð è òðåóãîëüíèêîâ Äåëîíå. Ñóùåñòâóåò áè-
åêöèÿ ìåæäó ðåáðàìè Âîðîíîãî è ðåáðàìè Äåëîíå, ïîýòîìó ðåáåð Âîðîíîãî òàêæå
íå áîëüøå 3n − 6. Àíàëîãè÷íî 2n − 4 � âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí â
äèàãðàììå Âîðîíîãî.

Íåâûðîæäåííîñòü

Â îïðåäåëåíèè òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå åñòü îäíà íåîïðåäåëåííîñòü åñëè â îäíîé òî÷êå
u ñõîäÿòñÿ ÷åòûðå èëè áîëüøå îáëàñòåé Âîðîíîãî. Òî÷êè, ïîðîæäàþùèå ýòè ÷åòûðå
èëè áîëüøå îáëàñòåé, íàõîäÿòñÿ íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè îò u, à çíà÷èò îíè
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â u. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòè, øàíñ
íà òî, ÷òî âûáðàííûå ÷åòûðå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ðàâåí íóëþ, òàê êàê
îêðóæíîñòü, çàäàâàåìàÿ ïåðâûìè òðåìÿ òî÷êàìè, èìååò ìåðó íóëü â R2. Îáû÷íî â
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè íà îäíîé îêðóæíîñòè îáðàçóþò âûðîæäåííûé
èëè îñîáûé ñëó÷àé. Ñêîëü óãîäíî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ
îò âûðîæäåííîñòè è ñâåñòè îñîáûé ñëó÷àé ê îáùåìó.

×àñòî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî åñòü îòñóò-
ñòâóåò ëþáàÿ âûðîæäåííîñòü. Íà ñàìîì äåëå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü âûðîæäåííûå ñëó÷àè ïîçæå. Ðàññìîòðåíèå îñîáûõ ñëó÷àåâ îáû÷íî ïðîèñõîäèò
ñ ïîìîùüþ âîçìóùåíèé (îïèñàííûõ ÿâíî èëè íåÿâíî) èëè ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïåðå-
áîðà.

Îêðóæíîñòü è ñòåïåíü

Â äàííîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äëÿ äàííîãî òðåóãîëü-
íèêà Äåëîíå abc ðàññìîòðèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
îêðóæíîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè a, b è c. Åå öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà Âîðî-
íîãî u = Va∩Vb∩Vc, à ðàäèóñîì ρ = ||u−a|| = ||u− b|| = ||u− c||. Ìû áóäåì íàçûâàòü
ýòó îêðóæíîñòü ïóñòîé, òàê êàê âíóòðè íåå íåò òî÷åê èç S. Ïóñòûå îêðóæíîñòè
õàðàêòåðèçóþò òðåóãîëüíèêè Äåëîíå.
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Óòâåðæäåíèå 1.1 (Ëåììà î ïóñòîé îêðóæíîñòè). Ïóñòü S ⊂ R2 � êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ è a, b, c ∈ S. Òîãäà abc ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì

Äåëîíå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå êîãäà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà abc
ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ýòîò ôàêò íå ñîâñåì î÷åâèäåí, íî âìåñòî òîãî ÷òîáû åãî
äîêàçûâàòü ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà íîâîì ïîíÿòèè ðàññòîÿíèÿ äî îêðóæíîñòè.
Ñòåïåíüþ òî÷êè x ∈ R2 îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè U ñ öåíòðîì u è ðàäèóñîì ρ
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

πU(x) = ||x− u||2 − ρ2.
Åñëè x íàõîäèòñÿ âíå îêðóæíîñòè U , òî πU(x) ýòî êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîé

èç òî÷êè x ê U . Â ëþáîì ñëó÷àå ñòåïåíü ïîëîæèòåëüíà äëÿ òî÷åê âíå îêðóæíîñòè,
íóëåâàÿ äëÿ òî÷åê íà îêðóæíîñòè è îòðèöàòåëüíà äëÿ òî÷åê âíóòðè îêðóæíîñòè.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îêðóæíîñòü êàê òî÷êó ñ âåñîì, à
ñòåïåíü òî÷êè êàê ðàññòîÿíèå ñ âåñîì. Äëÿ äâóõ ôèêñèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé ìíî-
æåñòâî òî÷åê ñ ðàâíîé ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíîé

îñüþ. Âîçìîæíû òðè ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè è òðè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàñïîëîæåíèÿ ðàäèêàëüíûõ îñåé.

Àöèêëè÷íîñòü

Ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ñòåïåíè äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü àöèêëè÷íîñòü òðåóãîëü-
íèêîâ Äåëîíå. Ïóñòü x ∈ R2 ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïîëîæåíèÿ íà-
áëþäàòåëÿ. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðåóãîëüíèê abc íàõîäèòñÿ ïåðåä òðåóãîëüíèêîì
def åñëè íàéäåòñÿ ëó÷ ñ íà÷àëîì â x, êîòîðûé âíà÷àëå ïåðåñåêàåò abc, à ïîòîì def .
Áóäåì ïèñàòü abc ≺ def åñëè abc íàõîäèòñÿ ïåðåä def . Ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ
Äåëîíå âìåñòå ñ ≺ îáðàçóåò îòíîøåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå â îòíîøåíèÿõ ìîãóò áûòü
öèêëû τ0 ≺ τ1 ≺ . . . ≺ τn ≺ τ0. Òàêèå öèêëû ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ è â ïðîèçâîëüíûõ òðè-
àíãóëÿöèÿõ, íî îíè íå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â òðèàíãóëÿöèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ïóñòûìè

Ðèñ. 1.1: Ïðè âçãëÿäå èç öåíòðàëüíîé òî÷êè òðè âûòÿíóòûõ òðåóãîëüíèêà îáðàçóþò
òðåóãîëüíèê îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �ïåðåä�.

îêðóæíîñòÿìè.

Ëåììà 1.2 (Ëåììà îá àöèêëè÷íîñòè). Îòíîøåíèå òðåóãîëüíèêîâ �ïåðåä� ÿâëÿåòñÿ
àöèêëè÷íûì äëÿ òðåóãîëüíèêîâ Äåëîíå, ïîñòðîåííûõ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó S ∈
R2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè abc ≺ def , òî ñòåïåíü x îòíîñèòåëüíî
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc ìåíüøå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà def . Îáîçíà÷èì abc = τ0 è áóäåì ïèñàòü π0(x) âìåñòî

4



ñòåïåíè x îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc. Òàêæå îïðåäåëèì
def = τk è πk(x). Òàê êàê S êîíå÷íî, òî ìû ìîæåì âûáðàòü ëó÷ ñ íà÷àëîì â x, êî-
òîðûé ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèêè abc è def è íå ñîäåðæèò òî÷åê èç S. Äàííûé ëó÷
ïåðåñåêàåò ïîñëåäîâàòåëüíî òðåóãîëüíèêîâ Äåëîíå

abc = τ0 ≺ τ1 ≺ . . . ≺ τk = def.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ðàäèêàëüíàÿ îñü èõ îïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé ñîäåðæèò èõ îáùåå ðåáðî. Â ñèëó òîãî, ÷òî òðåòüÿ âåðøèíà τi+1 ëåæèò
âíå îïèñàííîé îêðóæíîñòè τi, âåðíî íåðàâåíñòâî πi(x) < πi+1(x) ïðè 0 ≤ i ≤ k −
1. Ñëåäîâàòåëüíî π0(x) < πk(x). Àöèêëè÷íîñòü îòíîøåíèÿ ≺ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëå íà ìîãóò âîçðàñòàòü ïî öèêëó.

1.2 Ðåáåðíûå ôëèïû

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïîëó÷åíî ëîêàëüíîå óñëîâèå íà ðåáðà, êîòîðîìó ìîãóò óäî-
âëåòâîðÿòü òîëüêî òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, à òàêæå ïîëó÷åí àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
òðèàíãóëÿöèé Äåëîíå, îñíîâàííûé íà ðåáåðíûõ ôëèïàõ. Êîððåêòíîñòü äàííîãî àë-
ãîðèòìà âëå÷åò çà ñîáîé òîò ôàêò, ÷òî ñðåäè âñåõ òðèàíãóëÿöèé äàííîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìàêñèìèçèðóåò íàèìåíüøèé óãîë.

Ïóñòûå îêðóæíîñòè

Íàïîìíèì Ëåììó î ïóñòîé îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî òðè òî÷êè a, b, c ∈ S
îáðàçóþò òðåóãîëüíèê Äåëîíå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå êîãäà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè a, b, c ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé. Ðåáðî Äåëîíå ab ïðèíàäëåæèò îäíîìó
èëè äâóì òðåóãîëüíèêàì Äåëîíå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò ïó÷îê ïóñòûõ îêðóæ-
íîñòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç a è b. Öåíòðàìè îêðóæíîñòåé ýòîãî ïó÷êà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè
ðåáðà Âîðîíîãî Va ∩ Vb. Àíàëîãè÷íîé Ëåììå î ïóñòîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ Ëåììà
îá îïîðíîé îêðóæíîñòè äëÿ ðåáåð.

Óòâåðæäåíèå 1.3 (Ëåììà îá îïîðíîé îêðóæíîñòè). Ïóñòü S ⊂ R2 � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè è a, b ∈ S. Ðåáðî ab ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì Äåëîíå

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå êîãäà ñóùåñòâóåò ïóñòàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç a è b.

Ëåììà Äåëîíå

Ïîä òðèàíãóëÿöèåé ìû áóäåì ïîíèìàòü íàáîð òðåóãîëüíèêîâ âìåñòå ñ èõ ðåáðàìè è
âåðøèíàìè. Òðèàíãóëÿöèÿ K òðèàíãóëèðóåò ìíîæåñòâî S åñëè òðåóãîëüíèêè ðàç-
áèâàþò âûïóêëóþ îáîëî÷êó S è èõ ìíîæåñòâî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ S. Ðåáðî ab ∈ K
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ðåáðîì Äåëîíå åñëè:

(i). îíî ïðèíàäëåæèò îäíîìó òðåóãîëüíèêó è ëåæèò íà âûïóêëîé îáîëî÷êå S èëè

(ii). îíî ïðèíàäëåæèò äâóì òðåóãîëüíèêàì abc è abd è âåðøèíà d ëåæèò âíå îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc.

Ëîêàëüíîå ðåáðî Äåëîíå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì Äåëîíå è äîñòàòî÷íî ïðîñòî
ïîñòðîèòü òàêîé ïðèìåð. Îäíàêî, åñëè êàæäîå ðåáðî òðèàíãóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íûì ðåáðî Äåëîíå, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè Äåëîíå.
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Ëåììà 1.4 (Ëåììà Äåëîíå). Åñëè êàæäîå ðåáðî òðèàíãóëÿöèè K ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-

íûì ðåáðîì Äåëîíå, òî K åñòü òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê abc ∈ K è òî÷êó p ∈ K îòëè÷íóþ îò
a, b, c. Ìû ïîêàæåì, ÷òî p ëåæèò âíå îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc. Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íè îäíà èç âåðøèí òðèàíãóëÿöèè íå ëåæèò íè â îäíîé èç îêðóæ-
íîñòåé, òî åñòü K ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå. Âûáåðåì òàêóþ òî÷êó x âíóòðè
abc, ÷òî îòðåçîê px íå ñîäåðæèò òî÷åê èç S îòëè÷íûõ îò p. Ïóñòü abc = τ0, τ1, . . . , τk
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ïåðåñåêàþò îòðåçîê xp. Áóäåì ïèñàòü
πi(p) äëÿ ñòåïåíè òî÷êè p îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà τi. Â
ñèëó òîãî, ÷òî âñå ðåáðà òðèàíãóëÿöèè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ðåáðàìè Äåëîíå, âåðíî
íåðàâåíñòâî π0(p) > π1(p) > . . . > πk(p). Òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âåðøèí ïîñëåäíå-
ãî òðåóãîëüíèêà, à çíà÷èò πk(p) = 0 è π0(p) > 0, òî åñòü òî÷êà p ëåæèò âíå îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc.

Àëãîðèòì ðåáåðíûõ ôëèïîâ

Åñëè ðåáðî ab ëåæèò â äâóõ òðåóãîëüíèêàõ abc è abd, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü
âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî ìû ìîæåì ñäåëàòü ôëèï ðåáðà ab íà ðåáðî cd. Ôîð-
ìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû óäàëÿåì ýëåìåíòû ab, abc, acd èç òðèàíãóëÿöèè è äî-
áàâëÿåì cd, acd, bcd. Êàðòèíêà ñ ôëèïîì âûãëÿäèò êàê âçãëÿä íà òåòðàýäð ñ äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ôëèïîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðåîáðàçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ â òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå. Äàííûé àëãî-
ðèòì èñïîëüçóåò ñòåê è ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî, ÷òî åñëè ðåáðî íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
ðåáðîì Äåëîíå, òî îíî ïðèñóòñòâóåò â ñòåêå. ×òîáû èçáåæàòü äóáëèðîâàíèÿ ìû îò-
ìå÷àåì òå ðåáðà, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â ñòåêå.

while ñòåê íåïóñò do

pop ab èç ñòåêà è ñíÿòü îòìåòêó;
if ab íå ëîêàëüíîå ðåáðî Äåëîíå then

ñäåëàòü ôëèï ñ ðåáðàìè ab è cd;
for xy ∈ {ac, cb, bd, da} do

if xy íå îòìå÷åíî then

îòìåòèòü xy è äîáàâèòü åãî â ñòåê
endif

endfor

endif

endwhile

Ïóñòü â ìíîæåñòâå n òî÷åê. Êîëè÷åñòâî ïàìÿòè, êîòîðîå èñïîëüçóåò äàííûé àëãî-
ðèòì åñòü O(n), òàê êàê â òðèàíãóëÿöèè íå áîëüøå 3n−6 ðåáåð è â ñòåêå ñîäåðæèòñÿ
íå áîëåå îäíîé êîïèè êàæäîãî ðåáðà. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àëãîðèòì çàêîí÷èò
âûïîëíÿòüñÿ, ëþáîå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåáðîì Äåëîíå. Ïî Ëåììå Äåëîíå,
òðèàíãóëÿöèÿ â ýòîò ìîìåíò áóäåò òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà.

Îêðóæíîñòü è ïëîñêîñòü

Ïåðåä òåì êàê äîêàçûâàòü, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, ìû èíòåðïðåòèðóåì îïåðà-
öèþ ôëèïà íà òåòðàýäðå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü â, b̂, ĉ, d̂ � âåðòèêàëüíûå
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ïðîåêöèè òî÷åê a, b, c, d ïëîñêîñòè x1x2 íà ïàðàáîëîèä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì
Π : x3 = x21 + x22.

Óòâåðæäåíèå 1.5 (Ëåììà î ïîäíÿòîé îêðóæíîñòè). Òî÷êà d ëåæèò âíóòðè îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc åñëè è òîëüêî åñëè òî÷êà d̂ ëåæèò âåðòè-

êàëüíî íèæå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè â, b̂, ĉ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà abc è H � ïëîñ-
êîñòü ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè â, b̂, ĉ. Âíà÷àëå ìû ïîêàæåì, ÷òî U åñòü âåðòèêàëü-
íàÿ ïðîåêöèÿ H ∩ gf Π. Ïðåîáðàçóåì ïðîñòðàíñòâî, îòîáðàçèâ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
(x1, x2, x3 â òî÷êó (x1, x2, x3− x21− x22). Òî÷êè â, b̂, ĉ, d̂ îòîáðàæàþòñÿ îáðàòíî â òî÷êè
a, b, c, d è ïàðàáîëîèä Π îòîáðàæàåòñÿ â ïëîñêîñòü x1x2. Ïëîñêîñòü H ñòàíîâèòñÿ ïà-
ðàáîëîèäîì, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè a, b è c. Îí ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü x1x2 ïî
îïèñàííîé îêðóæíîñòè abc. Ïëîñêîñòü H ðàçáèâàåò gf Π íà êóñîê íèæå H, êðèâóþ â
H è êóñîê âûøå H. Êðèâàÿ â H ïðîåöèðóåòñÿ â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà
abc, à êóñîê ïîä H îòîáðàæàåòñÿ â îòêðûòûé êðóã âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî d̂ ïðèíàäëåæèò ÷àñòè ïàðàáîëîèäà íèæå H åñëè è òîëüêî åñëè d ëåæèò
âíóòðè îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc.

Âðåìÿ ðàáîòû

Îïåðàöèÿ ôëèïà ðåáðà ab íà cd ñîîòâåòñòâóåò ïðèêëåèâàíèþ òåòðàýäðà âb̂ĉd̂ ñíèçó ê
òðåóãîëüíèêàì âb̂ĉ è âb̂d̂. Òîãäà íàø àëãîðèòì ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèêëåèâàíèé òåòðàýäðîâ. Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïðèêëåèëè òåòðàýäð âb̂ĉd̂ ìû
íå ñìîæåì ïðèêëåèòü äðóãîé òåòðàýäð ñðàçó ïîä ðåáðîì âb̂. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
ìû îäíàæäû ñäåëàëè ôëèï ñ ðåáðîì ab, òî ìû íå ñìîæåì ñíîâà ïîëó÷èòü ðåáðî ab ñ
ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ôëèïà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñåãî ôëèïîâ áóäåò íå áîëüøå ÷åì
ðåáåð ñîåäèíÿþùèõ n òî÷åê, òî åñòü

(
n
2

)
. Êàæäûé ôëèï òðåáóåò êîíñòàíòó âðåìåíè,

à çíà÷èò îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ðàâíî O(n2).
Ñóùåñòâóþò ñëó÷àè, â êîòîðûõ àëãîðèòì òðåáóåò Θ(n2) ôëèïîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïðåîáðàçîâàòü íà÷àëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ â òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå, è îäèí èç òàêèõ
ïðèìåðîâ ïîêàçàí íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå 1.2. Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ âåðõíþþ è âî-

Ðèñ. 1.2: Íå ëåâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíà ïðèìåðíî òðåòü ðåáåð íà÷àëüíîé òðèàíãóëÿ-
öèè, à íà ïðàâîì òàêîå æå êîëè÷åñòâî ðåáåð èòîãîâîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.

ãíóòóþ íèæíþþ êðèâûå, ïîìåñòèì íà êàæäóþ èç íèõ ïî m òî÷åê òàêèì îáðàçîì,
÷òî âåðçíèå òî÷êè ëåæàò ñëåâà îò íèæíèõ. Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ òàêîâà: ïðàâàÿ
íèæíÿÿ òî÷êà ñîåäèíåíà ñî âñåìè ñâåðõó è ëåâàÿ âåðõíÿÿ âî âñåìè ñíèçó, à â òðèàí-
ãóëÿöèè Äåëîíå ïðàâàÿ òî÷êà ñâåðõó ñîåäèíåíà ñî âñåìè ñíèçó è ëåâàÿ òî÷êà ñíèçó
ñîåäèíåíà ñî âñåìè ñâåðõó (â îáîèõ ñëó÷àÿõ åùå åñòü îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñîñåäíèå
òî÷êè íà îäíîé êðèâîé). Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïîäñ÷èòàåì åå ðàññòîÿíèå äî ñåðåäèíû
è äëÿ âñåõ ðåáåð ñëîæèì ìèíèìóìû âêëàäîâ èõ âåðøèí. Â íà÷àëüíîé òðèàíãóëÿöèè
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îáùàÿ ñóììà èìååò ïîðÿäîê n2, à â òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå � 0. Êàæäûé ôëèï ñäâè-
ãàåò êîíåö ðåáðà íà îäíó ïîçèöèþ, à çíà÷èò óìåíüøàåò ñóììó íå áîëåå ÷åì íà 1.
Îòêóäà ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà ïîðÿäêà m2 íà êîëè÷åñòâî ôëèïîâ.

Ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîñòè ìèíèìàëüíîãî óãëà

Êàæäûé ôëèï çàìåíÿåò äâà ñòàðûõ òðåóãîëüíèêà íà äâà íîâûõ. Òàêèì îáðàçîì â
òðèàíãóëÿöèè ìåíÿþòñÿ øåñòü óãëîâ. Íà ðèñóíêå 1.3 íîâûìè óãëàìè áóäóò γ1, δ1, β1+
β2, γ2, δ2 è α1 + α2, à ñòàðûìè α1, β1, γ1 + γ2, α2, β2, δ1 + δ2. Ìû óâòåðæäàåì, ÷òî äëÿ

d

a

c

b

α1 α2

β1

β2

γ1
γ2

δ1

δ2

Ðèñ. 1.3: Ôëèï ðåáðà ab íà ðåáðî cd. Åñëè ðåáðî ab íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåáðîì
Äåëîíå, òî îáúåäèíåíèå äâóõ òðåóãîëüíèêîâ âûïóêëî è cd � ëîêàëüíîå ðåáðî Äåëîíå.

êàæäîãî íîâîãî óãëà íàéäåòñÿ ñòàðûé, êîòîðûé åãî íå ïðåâîñõîäèò. Â ñàìîì äåëå,
γ1 ≥ α2, òàê êàê îáà ýòè óãëà ëåæàò íàïðîòèâ ðåáðà bd è òî÷êà a ëåæèò âíå îêðóæ-
íîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè b, c è d. Àíàëîãè÷íî δ1 ≥ α1, γ2 ≥ β2, δ2 ≥ β1 è
ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì α1 + α2 ≥ α1 è β1 + β2 ≥ β1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôëèï
íå óìåíüøàåò íàèìåíüøèé óãîë â òðèàíãóëÿöèè. Òàê êàê ñ ïîìîùüþ ôëèïîâ ìû
èç ëþáîé òðèàíãóëÿöèè K ìîæåì ïîëó÷èòü òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ìíîæåñòâà S, òî
íàèìåíüøèé óãîë â K íå áîëüøå ÷åì íàèìåíüøèé óãîë â òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå S.

Ëåììà 1.6 (Ëåììà î ìàêñèìàëüíîì íàèìåíüøåì óãëå). Ñðåäè âñåç òðèàíãóëÿöèé

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S ⊂ R2 òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìàêñèìèçèðóåò ìèíèìàëüíûé

óãîë.

Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ìàêñèìàëüíîì íàèìåíüøåì óãëå ìîæ-
íî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ ãðàôà ôëèïîâ. Êàæäàÿ òðèåíãóëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé
ýòîãî ãðàôà è ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî èç µ â ν åñëè âòîðóþ òðèàíãó-
ëÿöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïåðâîé ñ ïîìîùüþ îäíîãî ôëèïà. Íàïðàâëåíèå ðåáðà
ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó òðåáîâàíèþ, ÷òî ôëèï äîëæåí çàìåíÿòü íå ëîêóàëüíîå ðåáðî
Äåëîíå íà ëîêàëüíîå ðåáðî Äåëîíå. Àíàëèç âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ïîêàçûâàåò,
÷òî â ãðàôå ôëèïîâ íåò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ è ÷òî åãî íåíàïðàâëåííàÿ âåð-
ñèÿ ñâÿçíà. Åñëè ìû ïîçâîëÿåì ïðîâîäèòü ôëèïû â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, òî ëþáóþ
òðèàíãóëÿöèþ S ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáîé äðóãîé íå áîëåå ÷åì çà n2 ôëèïîâ.
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1.3 Ïîñòðîåíèå ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Àëãîðèòì äàííîãî ðàçäåëà ñòðîèò òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ïîñëåäîâàòåëüíî, èñïîëü-
çóÿ ôëèïû è ðàíäîìèçàöèþ. Ïîñëå ïîÿñíåíèÿ àëãîðèòìà ìû ïðåäñòàâèì ïîäðîáíûé
àíàëèç îæèäàåìûõ ðåñóðñîâ, êîòîðûå îí ïîòðåáóåò.

Èíêðåìåíòàëüíûé àëãîðèòì

Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå,
åñëè ìû áóäåì ÷åðåäîâàòü ðåáåðíûå ôëèïû ñ äîáàâëåíèåì òî÷åê. Îáîçíà÷èì òî÷êè
â ìíîæåñòâå S ⊂ R2 ÷åðåç p1, . . . , pn è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè. Êîãäà ìû äîáàâëÿåì òî÷êó â òðèàíãóëÿöèþ, îíà ìîæåò ëåæàòü âíå èëè
âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðåäûäóùèõ òî÷åê. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâåñòè �âíåøíèé�
ñëó÷àé ê �âíóòðåííåìó� ìû íà÷èíàåì ñ òðèàíãóëÿöèè D0, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îä-
íîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà xyz. Ïóñòü Si = {x, y, z, p1, . . . , pi} è Di �
òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìíîæåñòâà Si. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç öèêëà for, â êîòîðîì äî-
áàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè. Ïîñëå äîáàâëåíèÿ òî÷êè, â íåì èñïîëüçóþòñÿ
ðåáåðíûå ôëèïû, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü óñëîâèÿ Ëåììû Äåëîíå ïåðåä äîáàâëå-
íèåì ñëåäóþùåé òî÷êè.

for i = 1 to n do

èùåì τi−1 èç Di−1, ñîäåðæàùèé pi;
äîáàâëÿåì pi, ðàçäåëÿÿ τi−1 íà òðè;
while ∃ab íå ëîêàëüíîå ðåáðî Äåëîíå do

äåëàåì ôëèï ab â äðóãóþ äèàãîíàëü cd
endwhile

endfor

Äâå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè, èñïîëüçóþùèåñÿ â ýòîì àëãîðèòìå, ïîêàçàíû íà ðè-
ñóíêå 1.4 Îáà ðèñóíêà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê öåíòðàëüíûå ïðîåêöèè òåòðàýäðà,

Ðèñ. 1.4: Íà ëåâîì ðèñóíêå âíóòðåííÿ òî÷êà ðçáèâàåò òðåóãîëüíèê íà òðè íîâûõ. Íà
ïðàâîì ðèñóíêå ïðåðûâèñòàÿ äèàãîíàëü çàìåíÿåò ñîáîé ñïëîøíóþ.

ïðàâäà èç ðàçíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó äîáàâëåíèå òî÷êè âíóòðè òðåóãîëüíèêà èíîãäà
íàçûâàåòñÿ 1− 3-ôëèïîì, à ðåáåðíûé ôëèï òàêæå íàçûâàåòñÿ 2− 2-ôëèïîì.

Ðàñòóùàÿ çâåçäà

Îòìåòèì, ÷òî pi ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êàæäîãî íîâîãî òðåóãîëüíèêà â Di. Íà ñàìîì
äåëå, abc � òðåóãîëüíèê â Di åñëè è òîëüêî åñëè a, b, c ∈ Si è îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü
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òðåóãîëüíèêà abc íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ òî÷åê Si. Íî åñëè pi íå îäíà èç åãî âåðøèí,
òî a, b, c ∈ Si−1 è åñëè îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü íà ñîäåðæèò òî÷åê Si, òî îíà òàêæå íå
ñîäåðæèò è òî÷åê Si−1. Ñëåäîâàòåëüíî abc òðåóãîëüíèê èç Di−1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè äîáàâëåíèè òî÷êè pi âñå ôëèïû ïðîèñõîäÿò ïðè åå ó÷àñòèè.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Çâåçäà òî÷êè pi ñîñòîèò èç âñåõ òðå-
óãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ pi. Ëèíê âåðøèíû pi ñîñòîèò èç âñåõ ðåáåð åå çâåçäû, íå
ñîäåðæàùèõ pi. Ñðàçó ïîñëå òîãî, êàê pi äîáàâëåíà åå ëèíê ñîñòîèò èç òðåõ ðåáåð,
ñîåäèíÿþùèõ pi ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé ñîäåðæèò pi. Ýòè ðåáðà îò-
ìå÷åíû è äîáàâëåíû â ñòåê, äëÿ òîãî, ÷òîáû èíèöèèðîâàòü íà÷àëî öèêëà while èç
ðåáåðíûõ ôëèïîâ. Êàæäûé ôëèï çàìåíÿåò ðåáðî èç ëèíêà íà ðåáðî ñ âåðøèíîé pi.
Â òî æå âðåìÿ ôëèï óäàëÿåò îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ çâåçäû è îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ
âíå çâåçäû è çàìåíÿåò èõ íà äâà òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå ïîêðûâàþò òîò æå ñàìûé
÷åòûðåõóãîëüíèê çâåçäû. Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â çâåçäå âåðøèíû
pi óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ôëèïîâ íà òðè ìåíüøå ÷åì êî-
ëè÷åñòâî ðåáåð â îêîí÷àòåëüíîì ëèíêå, ÷òî òàêæå ðàâíî ñòåïåíè âåðøèíû pi â Di,
óìåíüøåííîé íà 3.

Êîëè÷åñòâî ôëèïîâ

Ìû íà íåêîòîðîå âðåìÿ çàáóäåì ïðî âðåìÿ, êîòîðîå íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàéòè òðå-
óãîëüíèêè τi−1. Îñòàâøååñÿ âðåìÿ ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ôëèïîâ, êîòîðîå
íóæíî ñäåëàòü ïðè äîáàâëåíèè òî÷åê îò p1 äî pn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p1, . . . , pn �
ñëó÷àéíàÿ âõîäÿùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â äàííîì ñëó÷àå �ñëó÷àéíàÿ� íå îçíà÷àåò
ïðîèçâîëüíàÿ, à ñêîðåå òî, ÷òî âñå ïåðåñòàíîâêè èç äàííûõ n òî÷åê ðàâíîâåðîÿòíû.
Îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ, íåîáõîäèìîå ÷òîáû
ïîñòðîèòü òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå äëÿ êàæäîé èç n! âõîäÿùèõ ïåðåñòàíîâîê, äåëåííîå
íà n!.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ äîáàâëåíóþ òî÷êó � pn. Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âîçìîæíûõ
ïîñëåäíèõ òî÷åê ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé âñåõ òî÷åê pi â Dn. Ïîñëåäíåå êîëè÷åñòâî
ðàâíî óäâîåííîìó êîëè÷åñòâó ðåáåð, òî åñòü

n∑
i=1

deg pi ≤ 6n.

Òàêèì îáðàçîì îáùåå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ, íåáõîäèìûõ, ÷òîáû äîáàâèòü âñå ïîñëåäíèå
òî÷êè, íå ïðåâîñõîäèò 6n − 3n = 3n. Êàæäàÿ òî÷êà äîáàâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé (n − 1)!
ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî îáùåå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

F (n) ≤ n · F (n− 1) + 3n! ≤ 3n · n!.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, îæè-
äàåìîå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ äëÿ n òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò 3n.

Åñòü ïðîñòîé ñïîñîá ñêàçàòü òî æå ñàìîå. Îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ äëÿ
ïîñëåäíåé òî÷êè íå áîëåå òðåõ, à çíà÷èò îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ, íåîõîäèìîå
äëÿ äîáàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, òàêæå íå áîëåå òðåõ.

Èñòîðèÿ

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýâîëþöèþ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè τi−1,
â êîòîðîì ëåæèò pi. Âìåñòî òðåóãîëüíèêà, êîãäà îí ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè èëè óäàëÿåòñÿ
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ôëèïîì, ìû ñêàæåì, ÷òî îí ïîðîæäàåò íîâûå òðåóãîëüíèêè; ýòî ïîêàçàíî íà ñëåäó-
þùåì ðèñóíêå 1.5: ñëåâà ïîêàçàíà îïåðàöèÿ, à ñïðàâà îòíîøåíèå ðîäèòåëü-ïîòîìîê
äëÿ òðåóãîëüíèêîâ. Êàæäûé ðàç êîãäà ìû ðàçäåëÿåì òðåóãîëüíèê èëè äåëàåì ôëèï

a b

c

−→

a b

c

d

abc

|| �� ""

abd bcd cad

a

b

c

d

−→

a

b

c

d

abc

�� ""

abd

��||

bcd cad

Ðèñ. 1.5: Ðàçäåëåíèå òðåóãîëüíèêà ñîçäàåò ðîäèòåëÿ ñ òðåìÿ ïîòîìêàìè. Ôëèï ðåáðà
ñîçäàåò äâóõ ðîäèòåëåé ñ äâóìÿ îáùèìè ïîòîìêàìè.

ìû äîáàâëÿåì òðåóãîëüíèêè èëè óçëû â ðàñòóùèé îáúåì äàííûõ î èñòîðèè ïîñòðî-
åíèÿ. Ýâîëþöèÿ îò D0 äî Dn ñîñòîèò èç n ðàçäåëåíèé è íå áîëåå 3n îæèäàåìûõ
ôëèïîâ. Èòîãîâûé íàïðàâëåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (ÍÀÃ) ñîäåðæèò íå áîëåå
1+3n+2·n = 9n+1 îæèäàåìûõ âåðøèí. Â íåì åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê � òðåóãîëüíèê
xyz, à ñòîêàìè ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêè Dn.

Ïîèñê è äîáàâëåíèå

Ðàññìîòðèì ìîìåíò êîãäà ìû äîáàâëÿåì òî÷êó pi. ×òîáû íàéòè òðåóãîëüíèê τi−1 ∈
Di−1, êîòîðûé ñîäåðæèò pi ìû áóäåì èñêàòü ïóòü èç òðåóãîëüíèêîâ â èñòîðèè ÍÀÃ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò pi. Ýòîò ïóòü íà÷èíàåòñÿ ñ xyz è çàêàí÷èâàåòñÿ íà
τi−1. Èñòîðèÿ ÍÀÃ òðèàíãóëÿöèè Di−1 ñîñòîèò èç i ñëîåâ. Ñëîè ñ 0 ïî j ñîîòâåòñòâó-
þò ÍÀÃ òðèàíãóëÿöèè Dj. Åãî ñòîêàìè ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêè Dj è ïóñòü σj ∈ Dj

ñîäåðæèò pi. Òðåóãîëüíèêè ñ σ0 ïî σj îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îáÿçàòåëüíî
ñìåæíûõ âåðøèí â ïóòè ïîèñêà. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî íåêîòîðûå èç òðåóãîëüíèêîâ
σ ñîâïàäàþò. Ïóñòü Gj � ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ, óäàëåííûõ èç Dj â ïðîöåññå
äîáàëåíèÿ pj+1, à Hj � ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå áûëè áû óäàëåíû èç Dj

â ñëó÷àå íåçàâèñèìîãî äîáàâëåíèÿ pi. Ýòè äâà ìíîæåñòâà ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæå-
íû íà ðèñóíêå 1.6 â êà÷åñòâå èíòåðâàëîâ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, èçîáðàæàþùåé
òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå. Åñëè ìíîæåñòâà Gj è Hj íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî σj = σj+1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî σj 6= σj+1. Òîãäà Xj = Gj ∩ Hj 6= ∅ è âñå òðåóãîëüíèêè íà ó÷àñòêå
ïóòè îò σj äî σj+1 ïîðîæäàþòñÿ ôëèïàìè, óäàëÿþùèìè òðåóãîëüíèêè èç Xj. Ñëå-
äîâàòåëüíî ñòîèìîñòü ïîèñêà äëÿ pi â êðàéíåì ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå #Xj

äëÿ j îò 0 äî i− 2.
Çàïèøåì Xj â òåðìèíàõ äðóãèõ ìíîæåñòâ. Ýòè ìíîæåñòâà ïîêàçûâàþò ÷òî ïðî-

èçîéäåò åñëè ìû ñíà÷àëà äîáàâèì pi â Dj, à çàòåì pj+1 â òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ìíî-
æåñòâà Sj ∪ {pi}. Ïóñòü Yj � ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ óäàëÿåìûõ ïðè äîáàâëåíèè
pj+1 è Zj ⊆ Yj � ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò Dj. Êàæäûé
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Dj
Hj

Gj
Xj

Yj Zj

pipj+1

Ðèñ. 1.6: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìíîæåñòâ òðåóãîëüíèêîâ.

òðåóãîëüíèê èç Zj ïîÿâèëñÿ ïðè äîáàâëåíèè pi, à çíà÷èò pi ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åãî
âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî

Xj = Gj − (Yj − Zj).

Îæèäàíèå

Ìû îãðàíè÷èì îæèäàåìîå âðåìÿ ïîèñêà, ïîëó÷èâ îãðàíè÷åíèÿ íà îæèäàåìûé ðàç-
ìåð ìíîæåñòâà Xj. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòðî÷íûå áóêâû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìîùíîñòåé
ìíîæåñòâ. Â ñèëó òîãî, ÷òî Zj ⊆ Yj è Yj − Zj ⊆ Gj èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

xj = gj − yj + zj.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåëè÷èí gj è yj−1 ðàâíû, òàê êàê îáå ïîäñ÷èòûâàþò êîëè-
÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, óäàëÿåìûõ ïðè äîáàâëåíèè ñëó÷àéíîé j-é òî÷êè. Â ñèëó òîãî,
÷òî îæèäàíèå ñóììû ðàâíî ñóììå îæèäàíèé

E

[
i−2∑
j=0

xj

]
=

i−2∑
j=0

E[gj]− E[yj] + E[zj] = E[g0 − gi−1] +
i−2∑
j=0

E[zj].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ìàòîæèäàíèå zj ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ñðåäè j + 2
òî÷åê ëþáàÿ ïàðà òî÷åê ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò áûòü ïàðîé pj+1 è pi.
Íàïðèìåð, åñëè pj+1 è pj íå ñîåäèíåíû ðåáðîì â òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ìíîæåñòâà
Sj ∪ {pj+1, pi}, òî Zj = ∅. Â îáùåì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê èç òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

ìíîæåñòâà Sj∪{pi} ëåæèò â çâåçäå pi ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøå
3

j + 1
. Ìàòîæèäàíèå

êîëè÷åñòâà óäàëåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ïðè äîáàâëåíèè pj+1 íå áîëåå ÷åòûðåõ. Òàê

êàê ìàòîæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ìàòîæèäàíèé, òî E[zj] ≤
4 · 3
j + 1

.

Îæèäàåìàÿ äëèíà ïóòè ïîèñêà äëÿ pi åñòü

i−2∑
j=0

E[xj] ≤
i−2∑
j=0

12

j + 1
≤ 1 + 12 ln(i− 1).

Ñëåäîâàòåëüíî ìàòîæèäàíèå îáùåãî âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî íà ïîèñê â èñòîðèè ÍÀÃ
åñòü

∑
i

∑
j E[xj] ≤ c · n log n.

Ïîäâåäåì èòîãè, ðàíäîìèçèðîâàííûé èíêðåìåíòàëüíûé àëãîðèòì ñòðîèò òðèàí-
ãóëÿöèþ Äåëîíå ìíîæåñòâà èç n òî÷åê â R2 çà îæèäàåìîå âðåìÿ O(n log n) è ñ îæè-
äàåìûì êîëè÷åñòâîì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè O(n).
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1.4 Ñèìâîëüíîå âîçìóùåíèå

Âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä ñèìâîëüíîãî âîçìóùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ èñõîäíûõ äàííûõ
ïîäòâåðæäàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ �ñòàíäàðòíîñòü� ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî òî÷êè íà-
õîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ êîíêðåòíîå âîçìóùåíèå,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ SoS � Ñèìóëÿöèÿ ñèìïëèöèàëüíîñòè (Simulation of Simplicity).

Òåñò íà îðèåíòàöèþ

Ïóñòü a = (α1, α2), b = (β1, β2) è c = (γ1, γ2) � òðè òî÷êè íà ïëîñêîñòè. Ìû ñ÷è-
òàåì òðîéêó a, b, c âûðîæäåííîé, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî âêëþ÷àåò
è òîò ñëó÷àé êîãäà äâå òî÷êè ñîâïàäàþò. Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå òî÷êà c ÿâëÿåòñÿ
àôôèííîé êîìáèíàöèåé òî÷åê a è b, òî åñòü c = λ1a + λ2b ãäå λ1 + λ2 = 1. Òàêèå
êîýôôèöèåíòû ñóùåñòâóþò åñëè è òîëüêî åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

∆ =

 1 α1 α2

1 β1 β2
1 γ1 γ2


îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê a, b, c çàäàåò
ëåâûé èëè ïðàâûé ïîâîðîò. Ìû ñíîâà ìîæåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëü ∆ äëÿ òîãî,
÷òîáû îïðåäåëèòü êàêîé èç íèõ.

Ëåììà 1.7 (Ëåììà îá îðèåíòàöèè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c çàäàåò ëåâûé ïîâî-

ðîò åñëè è òîëüêî åñëè det ∆ > 0 è ïðàâûé ïîâîðîò åñëè è òîëüêî åñëè det ∆ < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ìû ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ òî÷åê a0 = (0, 0), b0 =
(1, 0) è c0 = (0, 1). Î÷åâèäíî, ÷òî îíè çàäàþò ëåâûé ïîâîðîò è

det

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

 = 1.

Ìû ìîæåì íåïðåðûâíî ñäâèíóòü òî÷êè a0, b0, c0 â ëþáóþ òðîéêó òî÷åê a, b, c, çàäà-
þùóþ ëåâûé ïîâîðîò, áåç ïîïàäàíèÿ òî÷åê íà îäíó ïðÿìóþ. Â ñèëó òîãî, ÷òî îïðå-
äåëèòåëü ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè êîîðäèíàò, îí îñòàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì âî âðåìÿ âñåãî äâèæåíèÿ, à çíà÷èò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì è äëÿ òî-
÷åê a, b, c. Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðàâûå òðîéêè òî÷åê äàþò îòðèöàòåëüíûé
îïðåäåëèòåëü.

Òåñò íà íàõîæäåíèå âíóòðè îêðóæíîñòè

Òåñò íà íàõîæäåíèå âíóòðè îêðóæíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ÷åòûðåõ òî÷åê a, b, c, d
íà ïëîñêîñòè. Ìû íàçûâàåì ÷åòâåðêó òî÷åê âûðîæäåííîé åñëè ëèáî a, b, c ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé, ëèáî a, b, c, d ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ìû óæå çíàåì êàê ïðîâå-
ðèòü, ÷òî òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè íà-
õîäÿòñÿ íà îäíîé îêðóæíîñòè íàïîíèì îïðåäåëåíèå ïîäíÿòûõ òî÷åê, â = (α1, α2, α3),
ãäå α3 = α2

1+α2
2 è òàê äàëåå. Òî÷êè a, b, c, d ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè åñëè è òîëüêî

åñëè, òî÷êè â, b̂, ĉ, d̂ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè d̂ � àôôèííàÿ
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êîìáèíàöèÿ òî÷åê â, b̂, ĉ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

Γ =


1 α1 α2 α3

1 β1 β2 β3
1 γ1 γ2 γ3
1 δ1 δ2 δ3

 .

Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå d ëåæèò âíå èëè âíóòðè îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà abc. Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëèòåëè ∆ è Γ äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü
ãäå èìåííî. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà òî÷åê a, b, c ìîæåò ïîìåíÿòü çíàê det Γ áåç
èçìåíåíèÿ ãåîìåòðèè êîíôèãóðàöèè. Òàê êàê çíàêè det Γ è det ∆ ìåíÿþòñÿ îäíîâðå-
ìåííî, òî ìû ìîæåì ïåðåìíîæèòü ýòè îïðåäåëèòåëè, ÷òîáû ýòîãî èçáåæàòü.

Ëåììà 1.8 (Ëåììà î íàõîæäåíèè âíóòðè îêðóæíîñòè). Òî÷êà d ëåæèò âíóòðè

îêðóæíîñòè, çàäàâàåìîé òî÷êàìè a, b, c åñëè è òîëüêî det ∆·det Γ < 0 è âíå îêðóæ-

íîñòè åñëè det ∆ · det Γ > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå äëÿ òî÷åê d0 = (1
2
, 1
2
) è a0 =

(0, 0), b0 = (1, 0) è c0 = (0, 1) êàê è ðàíåå. Òî÷êà d0 öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè, à çíà÷èò
ëåæèò âíóòðè íåå. Îïðåäåëèòåëü ∆ ðàâåí 1, à äëÿ Γ

det


1 0 0 0
1 1 0 1
1 0 1 1
1 1

2
1
2

1
2

 = −1

2
,

òî åñòü èõ ïðîèçâåäåíèå îòðèöàòåëüíî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû îá îðèåíòà-
öèè, ìû âûâîäèì îáùèé ðåçóëüòàò èç ÷àñòíîãî ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîñòè. Ëþáàÿ
êîíôèãóðàöèÿ òî÷åê, ãäå d ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, çàäàâàåìîé a, b, c, ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç a0, b0, c0, d0 ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîãî äâèæåíèÿ, èçáåãàÿ âûðîæäåííîñòè.
Âî âðåìÿ äâèæåíèÿ çíàêè îïðåäåëèòåëåé íå ìåíÿþòñÿ, à çíà÷èò íå ìåíÿåòñÿ è çíàê
ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, äëÿ ïîëî-
æèòåëüíîãî îíî àíàëîãè÷íî.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ îñíîâà

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ãåîìåòðè÷åñêóþ âûðîæäåííîñòü ñ áîëåå àáñòðàêòíîé è àëãåá-
ðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ìû îãðàíè÷èìñÿ òåñòîì íà îðè-
åíòàöèþ íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî èç n òî÷åê, îáîçíà÷åííûõ pi = (ϕi,1, ϕi,2)
ïðè 1 ≤ i ≤ n. Çàïèñàâ âñå 2n êîîðäèíàò â îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìû áóäåì äó-
ìàòü îá S êàê îá îäíîé òî÷êå Z = (ζ1, ζ2, . . . , ζ2n) ∈ R2n, ãäå ζ2i−1 = ϕi,1 è ζ2i = ϕi,2.
Òî÷êà Z ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé åñëè è òîëüêî åñëè

det

 1 ζ2i−1 ζ2i
1 ζ2j−1 ζ2j
1 ζ2k−1 ζ2k

 = 0

äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ i < j < k ≤ n. Äàííîå óðàâíåíèå çàäàåò äèôôåðåíöèðóåìîå
(2n − 1)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â R2n. Âñåãî åñòü

(
n
3

)
òàêèõ ìíîãîîáðàçèé M` è Z âû-

ðîæäåíà åñëè è òîëüêî åñëè Z ∈
⋃
`M`. Êàæäîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ðàçìåðíîñòü íà
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1 ìåíüøå ÷åì îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî, à çíà÷èò ìåðó íóëü â R2n. Ó íàñ åñòü îáú-
åäèíåíèå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íóëü, êîòîðîå òîæå èìååò ìåðó íóëü.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïî÷òè âñå òî÷êè â îòêðûòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè Z ∈ R2n çàäàþò
íåâûðîæäåííûå êîíôèãóðàöèè. Òî÷êà áëèçêàÿ ê Z ÷àñòî íàçûâàåòñÿ âîçìóùåíèåì Z
èëè S. Èç ðåçóëüòàòà îá îêðåñòíîñòÿõ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áëèçêèå
íåâûðîæäåííûå âîçìóùåíèÿ S.

Âîçìóùåíèå

Ìû ïîñòðîèì íåâûðîæäåííîå âîçìóùåíèå S, èñïîëüçóÿ íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ε1, ε2, . . . , ε2n. Ýòè ïàðàìåòðû áóäóò âûáðàíû ïðîèçâîëüíûìè, íî ñêîëü óãîäíî
ìàëûìè, òàêæå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü èõ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Òàêæå îíè áóäóò âûáðàíû
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè, ïîçæå ìû ïîéìåì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò. Ïóñòü Z ∈ R2n, äëÿ
êàæäîãî ε > 0 îïðåäåëèì

Z(ε) = (ζ1 + ε1, . . . , ζ2n + ε2n),

ãäå εi = fi(ε) ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé fi : R −→ R è f(0) = 0. Åñëè εi ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ, òî ó íàñ åñòü ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà ïðè óñëîâèè, ÷òî ε > 0 äîñòàòî÷íî
ìàëîå.

(i). Z(ε) � íåâûðîæäåíà;

(ii). Z(ε) ñîõðàíÿåò âñå íåâûðîæäåííûå ñâîéñòâà Z.

(iii). Âû÷èñëèòåëüíàÿ äîáàâêà äëÿ ðåàëèçàöèè Z(ε) ìàëà.

Íàïðèìåð, åñëè εi = ε2
i
, òî ε1 � ε2 � . . .� ε2n, òî ìû ìîæåì ïðîäåëàòü âñå âû÷èñ-

ëåíèÿ ïðîñòî ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû áåç íàõîæäåíèÿ äîïóñòèìîãî ε. Ìû ïðîäå-
ìîíñòðèðóåì ýòî, òî÷íî âû÷èñëèâ îðèåíòàöèþ òî÷åê pi, pj, pk ïîñëå âîçìóùåíèÿ. Ïî
îïðåäåëåíèþ îðèåíòàöèÿ ñîâïàäàåò ñî çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

∆(ε) =

 1 ζ2i−1 + ε2i−1 ζ2i + ε2i
1 ζ2j−1 + ε2j−1 ζ2j + ε2j
1 ζ2k−1 + ε2k−1 ζ2k + ε2k

 .

Îïðåäåëèòåëü ∆(ε) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ε, à çíà÷èò ÷ëåíû ñ ìåíüøèìè ñòåïåíÿ-
ìè áîëåå ñóùåñòâåííû ÷åì ñ áîëüøèìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i < j < k è ïåðå÷èñëèì
÷ëåíû ∆(ε) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé:

det ∆(ε) = det ∆− det ∆1 · ε2
2i−1

+ det ∆2 · ε2
2i

+ det ∆3 · ε2
2j−1

− 1 · ε22j−1

ε2
2i ± . . . ,
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ãäå

∆ =

 1 ζ2i−1 ζ2i
1 ζ2j−1 ζ2j
1 ζ2k−1 ζ2k

 ,

∆1 =

(
1 ζ2j
1 ζ2k

)
,

∆2 =

(
1 ζ2j−1
1 ζ2k−1

)
,

∆3 =

(
1 ζ2i
1 ζ2k

)
.

Ïåðâîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ïÿòîå ñëàãàåìîå íåíóëåâîå è åãî âêëàä íå ìî-
æåò áûòü ñêîìïåíñèðîâàí ïîñëåäóþùèìè ÷ëåíàìè. Ñâîéñòâî äâà âûïîëíÿåòñÿ, òàê
êàê çíàê âîçìóùåííîãî îïðåäåëèòåëÿ òàêîé æå êàê ó íåâîçìóùåííîãî çà èñêëþ÷å-
íèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ïîñëåäíèé ðàâåí íóëþ.

Ðåàëèçàöèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü òðåòüå ñâîéñòâî ìû ïðèâåäåì ðåàëèçàöèþ ïðîâåðêè äëÿ
êîíôèãóðàöèè Z(ε). Âíà÷àëå ìû ñîðòèðóåì èíäåêñû òàê, ÷òî i < j < k è ïîäñ÷èòàåì
êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî òðàíñïîçèöèé. Çàòåì îïðåäåëèì êàêîé ïîâîðîò
çàäàåò âîçìóùåííàÿ òðîéêà òî÷åê ëåâûé èëè ïðàâûé, ýòî ìû ñäåëàåì, ïîäñ÷èòàâ
îïðåäåëèòåëè ÷åòûðåõ ïîäìàòðèö, ïåðå÷èñëåííûõ âûøå.

boolean LeftTurn (integer i, j, k)
óïîðÿäî÷èâàåì i < j < k;
case det ∆ 6= 0: return det ∆ > 0;
case det ∆1 6= 0: return det ∆1 < 0;
case det ∆2 6= 0: return det ∆2 > 0;
case det ∆3 6= 0: return det ∆3 > 0;
otherwise: return False.

Åñëè äëÿ ñîðòèðîâêè i, j, k íàì íåîáõîäèìî íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî òðàíñïîçèöèé, òî
ñîðòèðîâêà èçìåíÿåò çíàê è ìû ýòî ìîæåì èñïðàâèòü èçìåíèâ ðåçóëüòàò ôóíêöèè
LeftTurn íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Â êà÷åñòâå âàæíîé äåòàëè îòìåòèì, ÷òî çíàêè îïðåäåëèòåëåé äîëæíû áûòü âû-
÷èñëåíû òî÷íî. Èñïîëüçóÿ îáû÷íóþ àðèôìåòèêó ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, ýòî
âîîáùå ãîâîðÿ íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî íåîáõîäèìî ïðèáåãíóòü ê òî÷íûì àðèô-
ìåòè÷åñêèì âû÷èñëåíèÿì, èñïîëüçóþùèì íàïðèìåð ðàñøèðåííûå öåëûå ÷èñëà èëè
äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîîðäèíàò. Ýòè ìåòîäû îáû÷íî áîëåå çàòðàòíû ÷åì àðèôìå-
òèêà ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, íî ðàçíèöà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàçëè÷íîãî îáîðó-
äîâàíèÿ. Ïðàãìàòè÷íûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè àðèôìåòèêè ÷èñåë ñ
ïëàâàþùåé òî÷êîé âìåñòå ñ àíàëèçîì âîçìîæíûõ îøèáîê. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ îïðåäå-
ëèòåëÿ, èñïîëüçóÿ àðèôìåòèêó ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, ìû ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè åãî
àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü çíàê îïðåäåëèòåëÿ.
Òîëüêî â òîì ñëó÷àå êîãäà ýòî íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ìû ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèÿ
èñïîëüçóþ òî÷íóþ àðèôìåòèêó.

16



Çàäà÷è

1. Ïåðåñå÷åíèå òðèàíãóëÿöèè (äâà áàëëà). Ïóñòü K � òðèàíãóëÿöèÿ ìíîæå-
ñòâà èç n òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü ` � ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç
îäíó èç ýòèõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ` ïåðåñåêàåò íå áîëåå 2n− 4 ðåáåð òðèàíãó-
ëÿöèè K è ÷òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïðè n ≥ 3.

2. Ìèíèìàëüíîå ñâÿçûâàþùåå äåðåâî (îäèí áàëë). Ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî
ñâÿçûâàþùåãî äåðåâî ìîæåò áûòü îáîáùåíî ñ ïîíÿòèÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ
íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ, ãäå âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè.
Âîçüìåì ïîëíûé ãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí è äëÿ êàæäîãî ðåáðà îïðåäåëèì
åãî äëèíó êàê åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî êîíöàìè. Ìèíèìàëüíîå ñâÿçûâà-
þùåå äåðåâî òàêîãî ãðàôà íàçâàåòñÿ åâêëèäîâûì ìèíèìàëüíûì ñâÿçûâàþùèì

äåðåâîì äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðåáðà åâêëèäîâà ìè-
íèìàëüíîãî ñâÿçûâàþùåãî äåðåâà ïðèíàäëåæàò òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå äàííîãî
ìíîæåñòâà.

3. Âåêòîð èç óïîðÿäî÷åííûõ óãëîâ (îäèí áàëë). Ïóñòü K � òðèàíãóëÿöèÿ
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü t � êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â òðè-
àíãóëÿöèè, ðàññìîòðèì âåêòîð èç óïîðÿäî÷åííûõ óãëîâ

v(K) = (α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ α3t).

Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî v(K) = v(D), ëèáî v(K) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøå ÷åì
v(D), ãäå D � òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.

4. Ìèíèìàêñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè (äâà áàëëà). Ïóñòü K òðèàíãóëÿöèÿ êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè è ρ(K) � íàèáîëüøèé èç ðàäèóñîâ îïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ èõ K. Äîêàæèòå, ÷òî ρ(K) ≥ ρ(D), ãäå D � òðè-
àíãóëÿöèÿ Äåëîíå òîãî æå ìíîæåñòâà.

5. Ñëó÷àéíàÿ ïåðåñòàíîâêà (îäèí áàëë). Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèé àëãîðèòì
ñòðîèò ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë îò 1 äî n:

for i = 1 to n do

Z[i] = i;
âûáèðàåì ñëó÷àéíûé èíäåêñ 1 ≤ j ≤ i;
ìåíÿåì ìåñòàìè Z[i] è Z[j];

endfor.

6. Äèàãðàììà Âîðîíîãî èç íàèáîëåå óäàëåííûõ òî÷åê (îäèí áàëë). Ïóñòü
S ∈ R2 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ðåãèîí Âîðîíîãî èç íàèáîëåå óäàëåííûõ òî÷åê

äëÿ òî÷êè p ∈ S ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ òî÷êà p íàèáîëåå óäàëåíà
ñðåäè âñåõ òî÷åê èç S, òî åñòü

Fp = {x ∈ R2|||x− p|| ≥ ||x− q||,∀q ∈ S}.

(i) Äîêàæèòå, ÷òî Fp 6= ∅ åñëè è òîëüêî åñëè p âåðøèíà âûïóêëîé îáîëî÷êè
S.

(ii) Íàðèñóéòå ðåãèîíû Âîðîíîãî èç íàèáîëåå óäàëåííûõ òî÷åê äëÿ ìíîæåñòâà
èç îêîëî äåñÿòè òî÷åê, òàêæå íàðèñóéòå äóàëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå
äëÿ íàèáîëåå óäàëåííûõ òî÷åê.
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7. Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ (äâà áàëëà). Ïóñòü a, b, x, y òî÷êè íà ïëîñêîñòè R2.
Îíè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè åñëè íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

(i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Íàïèøèòå
áóëåâó ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïåðåñåêàþòñÿ èëè íåò îòðåçêè ab è
xy.

(ii) Êàêèå áûâàþò âûðîæäåííûå ñëó÷àè è ÷òî äåëàåò Âàøà ôóíêöèÿ â ýòèõ
ñëó÷àÿõ?

8. Ïåðå÷èñëåíèå âûðîæäåííîñòåé (îäèí áàëë). Ïóñòü a, b, c, d òî÷êè â ïðî-
ñòðàíñòâå R3. Îðèåíòàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçîâåì çíàê îïðåäåëèòåëÿ

det


1 α1 α2 α3

1 β1 β2 β3
1 γ1 γ2 γ3
1 δ1 δ2 δ3

 .

Ñèìóëÿöèÿ ñèìïëèöèàëüíîñòè ïðåâðàùàåò ýòîò îïðåäåëèòåëü â ìíîãî÷ëåí P (ε),
à îðèåíòàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàõîæäåíèåì çíà÷åíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ε > 0.

(i) Âûïèøèòå ÷ëåíû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ èõ çíà÷èìîñòè.

(ii) Âîçìóùåíèå êëàññèôèöèðóåò è ðàçäåëÿåò ðàçëè÷íûå âûðîæäåííûå ñëó-
÷àè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü. Êàæäûé êëàññ ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêèì
íóëåâûì ñëàãàåìûì â íà÷àëå ìíîãî÷ëåíà. Îïèøèòå êàæäûé êëàññ ñ ïîìî-
ùüþ êîíôèãóðàöèé òî÷åê (ðèñóíêîâ).
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Ãëàâà 2

Òðåóãîëüíûå ñåòêè

Â òðåõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå íàìè â ïåðâîé ãëàâå, ïðèìåíÿþò-
ñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíûõ ñåòîê íà ïëîñêîñòè. Ïðè ãåíåðàöèè ñåòîê âåðøèíû
áîëüøå íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ èñõîäíûõ äàííûõ è äîëæíû áûòü äîáàâëåíû ñ ïîìîùüþ
ñàìîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ. Îáû÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû äàííóþ îáëàñòü ðàçáèòü íà êëåòêè èëè ýëåìåíòû. Â äàííîé ãëàâå ìû
êîíöåíòðèðóåìñÿ íà ïîñòðîåíèè ñåòîê, ÷üèìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêè, è
óäåëÿåì âíèìàíèå òàêèì êðèòåðèÿì êà÷åñòâà êàê ðàçìåðû óãëîâ è îòíîøåíèå îòðåç-
êîâ. Â ðàçäåëå 2.1 ïîêàçûâàåòñÿ êàê àäàïòèðîâàòü òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ê îãðàíè÷å-
íèÿì, çàäàííûì â âèäå íåêîòîðûõ îòðåçêîâ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ÷àñòüþ ñåòêè. Â
ðàçäåëàõ 2.2 è 2.3 îïèñûâàåòñÿ è àíàëèçèðóåòñÿ ìåòîä óëó÷øåíèÿ Äåëîíå, êîòîðûé
äîáàâëÿåò íîâûå âåðøèíû â öåíòðàõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ, óæå
ñóùåñòâóþùèõ â òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.

2.1 Íåñâîáîäíûå òðèàíãóëÿöèè

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ òðèàíãóëÿöèè, ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ðåáåð, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòüþ èñõîäíûõ äàííûõ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåñâî-
áîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèæàéøåé ê (ñâîáîä-
íîé) òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.

Îãðàíè÷èâàþùèå îòðåçêè

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîñòðîèëè òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà
òî÷åê. Òåïåðü âõîäÿùèå äàííûå ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê S ∈ R2 è íà-
áîðà îòðåçêîâ L, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò ïàðó òî÷åê èç S. Ìû äîïîëíèòåëüíî
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ëþáûå äâà îòðåçêà ëèáî íå ïåðåñåêàëèñü, ëèáî èìåëè îáùóþ âåð-
øèíó. Íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèåé ìíîæåñòâ S è L íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ
S, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ðåáðà èç L. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òàêóþ òðè-
àíãóëÿöèþ, äîáàâëÿÿ ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè èç S òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëè
ðàíåå íàðèñîâàííûå ðåáðà.

Àëãîðèòì �çàìåòàíèÿ� ïëîñêîñòè

Èäåÿ îðãàíèçàöèè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ïðÿìîé, çàìåòàþùåé ïëîñêîñòü, ïðè-
âîäèò íàñ ê ýôôåêòèâíîìó ïîñòðîèò íåñâîáîäíóþ òðèàíãóëÿöèþ. Ìû èñïîëüçóåì
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âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ, êîòîðàÿ çàìåòàåò ïëîñêîñòü ñëåâà íàïðàâî. Â àëãîðèòìå èñ-
ïîëüçóþòñÿ äâå ñòðóêòóðû äàííûõ. Ðàñïèñàíèå X, êîòîðîå óïîðÿäî÷èâàåò ñîáûòèÿ
âî âðåìåíè. È ìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèé Y , êîòîðîå õðàíèò ìíîæåñòâî îòðåçêîâ, ïå-
ðåñåêàþùèõ íàøó ïðÿìóþ. Àëãîðèòì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíâàðèàíòîì.

Èíâàðèàíò (I): Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñîäåðæèò âñå
ðåáðà èç L, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð ñëåâà îò ïðÿìîé è íå ñîäåðæèò äðóãèõ
ðåáåð. Èç äàííîãî èíâàðèàíòà (I) ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó ëåâûìè êîíöàìè äâóõ îãðà-
íè÷èâàþùèõ îòðåçêîâ, ñîñåäíèõ âäîëü çàìåòàþùåé ïðÿìîé, ìû ïîëó÷èì âûïóêëóþ
öåïî÷êó ðåáåð ÷àñòè÷íîé òðèàíãóëÿöèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûòü óâåðåííûìè â òîì,
÷òî íîâûå ðåáðà ìîãóò áûòü äîáàâëåíû çà ïîñòîÿííîå âðåìÿ, àëãîðèòì çàïîìèíàåò
ñàìóþ ïðàâóþ òî÷êó â êàæäîé öåïî÷êå. Åñëè òî÷êà p âñòðå÷àåòñÿ ñëåäóþùåé íà ïóòè
äâèãàþùåéñÿ ïðÿìîé è ïîïàäàåò âíóòðü îäíîãî èç èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ðàçáèòà
ïðÿìàÿ, òî àëãîðèòì ñîåäèíÿåò p ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñàìîé ïðàâîé òî÷êîé. Äàëåå îí
ïðîäîëæàåò èäòè ïî è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âäîëü öåïè. Êàæäûé øàã ëèáî äîáàâ-
ëÿåò íîâîå ðåáðî, ëèáî çàêàí÷èâàåò ïóòü. Åñëè p � ïðàâûé êîíåö îäíîãî èç îòðåçêîâ,
òî îíà ðàçäåëÿåò äâà èíòåðâàëà íà ïðÿìîé è àëãîðèòì ïðîäåëûâàåò ïîäîáíûå ïóòè
äâàæäû, ïî îäíîìó ðàçó äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà.

Ðàñïèñàíèå ñîñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîðòèðîâêè òî÷åê ìíîæåñòâà S ñëåâà íà-
ïðàâî, ÷òî ìîæåò áûòü ñäåëàíî çà âðåìÿ O(n log n), ãäå n � êîëè÷åñòâî òî÷åê â S.
Ìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñëîâàðåì, â êîòîðîì âîçìîæåí ïîèñê,
äîáàâëåíèå è óäàëåíèå êàæäàÿ îïåðàöèÿ çà âðåìÿ O(log n). Äëÿ êàæäîé òî÷êè ìû
áóäåì âûçûâàòü ïîèñê è äëÿ êàæäîãî îòðåçêà èç L áóäåì âûçûâàòü ïàðó îïåðàöèé
äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ, ÷òî â ñóììå çàéìåò âðåìÿ O(n log n). Ìåíåå ÷åì 3n ðåáåð
áóäåò äîáàâëåíî â òðèàíãóëÿöèþ, êàæäîå çà ïîñòîÿííîå âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî àë-
ãîðèòì çàìåòàíèÿ ïëîñêîñòè ñòðîèò íåñâîáîäíóþ òðèàíãóëÿöèþ ìíîæåñòâ S è L çà
âðåìÿ O(n log n).

Íåñâîáîäíûå òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

Òðèàíãóëÿöèè, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà çàìåòàíèÿ ïëîñêîñòè, îáû÷íî ñî-
äåðæàò ìíîãî ìàëåíüêèõ è áîëüøèõ óãëîâ. Ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå âèäèìîñòè òî÷åê
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåñâîáîäíûå òðèàíãóëÿöèè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ìàëûõ
óãëîâ íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî.

Òî÷êè x, y ∈ R2 íàçûâàþòñÿ âèäèìûìè åñëè îòðåçîê xy íå ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ
òî÷åê èç S è íå ïåðåñåêàåòñÿ ïî âíóòðåííèì òî÷êàì ñ îòðåçêàìè îãðàíè÷èâàþùåãî
ìíîæåñòâà L. Èëè, ýêâèâàëåíòíî, intxy ∩ S = ∅ è intxy ∩ uv = ∅ äëÿ âñåõ uv ∈ L.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî
ab, ãäå a, b ∈ S, ïðèíàäëåæèò íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ìíîæåñòâ S è L,
åñëè

(i). ab ∈ L èëè

(ii). a è b âèäèìû äðóã èç äðóãà è ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
a è b, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà (ìíîæåñòâà S) âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè íåâèäèìà èç
ëþáîé òî÷êè x ∈ int ab.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îêðóæíîñòü èç ïóíêòà (ii) ñâèäåòåëüñòâóåò ïðèíàäëåæíîñòü
îòðåçêà ab íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè L = ∅, òî íåñâî-
áîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìíîæåñòâ S è L ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé òðèàíãóëÿöèåé
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Äåëîíå S. Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, íå î÷åâèäíî, ÷òî ìû çàäàëè äåéñòâèòåëüíî òðè-
àíãóëÿöèþ. Ê ïðèìåðó, íåïîíÿòíî ïî÷åìó ðåáðà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì (i) è
(ii) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðåáåðíûå ôëèïû

Ìû ââåäåì îáîáùåííîå ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ðåáðà Äåëîíå è áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå íåñåò íåêîòîðûé ñìûñë. Ïóñòü
K � ïðîèçâîëüíàÿ íåñâîáîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìíîæåñòâ S è L. Ðåáðî ab ∈
K íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ðåáðîì Äåëîíå åñëè ab ∈ L, èëè ab � ñòîðîíà âûïóêëîé
îáîëî÷êè, èëè d ëåæèò âíå îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc, ãäå abc, abd ∈ K.

Ëåììà 2.1 (Íåñâîáîäíàÿ ëåììà Äåëîíå). Åñëè ëþáîå ðåáðî K ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì

ðåáðîì Äåëîíå, òî K åñòü íåñâîáîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìíîæåñòâ L è L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ðåáðî K óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (i) è
(ii), à çíà÷èò ïðèíàäëåæèò íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå ëåììû, òàê êàê ëþáîå äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî ïåðåñåêàåò õîòÿ áû îäíî ðåáðî
èç K, òî åñòü íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.

Ïóñòü ab íåêîòîðîå ðåáðî, à p � âåðøèíà òðèàíãóëÿöèè K. Äîïóñòèì ab /∈ L,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî î÷åâèäíî ïðèíàäëåæèò íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ab íå ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì âûïóêëîé îáîëî÷êè, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå ëåãêî íàéòè îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç a è b è íå ñîäåðæàùóþ òî÷êó p.
Ñëåäîâàòåëüíî ab ïðèíàäëåæèò äâóì òðåóãîëüíèêàì òðèàíãóëÿöèè, ïóñòü abc òîò èç
íèõ, êîòîðûé îòäåëÿåòñÿ ïðÿìîé ab îò òî÷êè p. Íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî åñëè
p âèäèìà èç íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ int ab, òî p íàõîäèòñÿ âíå îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà abc. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð K, êîòîðûå ïåðåñåêàþò îò-
ðåçîê xp. Â ñèëó òîãî, ÷òî x è p âèäèìî, òî ýòè ðåáðà íå ïðèíàäëåæàò L, à çíà÷èò
ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òó æå àðãóìåíòàöèþ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå îáû÷íîé ëåììû
Äåëîíå 1.4.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò íàì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ðåáåðíûõ ôëèïîâ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ñ èçíà÷àëü-
íûì àëãîðèòìîì ðåáåðíûõ ôëèïîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû íå ìîæåò äåëàòü ôëèïû
ñ ðåáðàìè èç L, òàê êàê îíè óæå ëîêàëüíûå ðåáðà Äåëîíå ïî îïðåäåëåíèþ. Êàê è
ðàíåå àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó çà âðåìÿ O(n2) ïîñëå ìåíåå ÷åì

(
n
2

)
ôëèïîâ. Àíà-

ëèç èçìåíÿþùèõñÿ óãëîâ, àíàëîãè÷íûé Ðàçäåëó 1.2, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî Ëåììà î
ìàêñèìàëüíîì íàèìåíüøåì óãëå 1.6 âåðíà è â ñëó÷àå íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè.

Ëåììà 2.2 (Íåñâîáîäíàÿ ëåììà î ìàêñèìàëüíîì íàèìåíüøåì óãëå). Ñðåäè âñåõ

íåñâîáîäíûõ òðèàíãóëÿöèé ìíîæåñòâ S è L íåñâîáîäíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå

ìàêñèìèçèðóåò íàèìåíüøèé óãîë.

Ðàñøèðåííûå äèàãðàììû Âîðîíîãî

Êàê è äëÿ îáû÷íûõ òðèàíãóëÿöèé Äåëîíå, ó êàæäîé íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äå-
ëîíå åñòü äóàëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Âîðîíîãî, íî íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ óñòðîåíà
ñëîæíåå ÷åì îáû÷íàÿ åâêëèäîâà ïëîñêîñòü. Ïðåäñòàâüòå R2 êàê ëèñò áóìàãè Σ0 ñ
íàðèñîâàííûìè íà íåì òî÷êàìè èç S è îòðåçêàìè èç L. Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà `i ∈ L
ìû ðàçðåæåì Σ0 âäîëü `i è ñêëåèì ñ äðóãèì ëèñòîì Σi, òàêæå ðàçðåçàííûì âäîëü
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`i. Ñêëåèâàíèå âäîëü `i ïðîäåëûâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáîé ïóòåøåñòâåííèê,
ïåðåñåêàþùèé `i, ïåðåõîäèò ñ ëèñòà Σ0 íà Σi è íàîáîðîò. Ñàìîïåðåñå÷åíèå â êàæäîì
êîíêðåòíîì ñêëåèâàíèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû äîáèòüñÿ ýôôåêòà, ïîêàçàííîãî íà ñëåäó-
þùåì ðèñóíêå 2.1. Ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé â R3, îäíàêî óæå â

Ðèñ. 2.1: Ðèñóíîê ñêëåèâàíèÿ.

R4 ýòî îñóùåñòâèìî. Áóäåì íàçûâàòü Σ0 � îñíîâíûì ëèñòîì, à ïîñëå ïðèêëåèâàíèÿ
ó íàñ äîáàâèòñÿ m = |L| âòîðè÷íûõ ëèñòîâ Σi, 1 ≤ i ≤ m. Êàæäûé âòîðè÷íûé ëèñò
ïðèêëååí ê Σ0, íî íå ñîåäèíåí ñ îñòàëüíûìè âòîðè÷íûìè ëèñòàìè. Òåïåðü ó íàñ åñòü
ïî m+ 1 êîïèè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ R2, ïî îäíîé êîïèè xi íà êàæäîì ëèñòå Σi.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî îçíà÷àåò ïîíÿòèå âèäèìîñòè äëÿ äâóõ òî÷åê íà íà÷àëüíîì
ëèñòå. Äëÿ äðóãèõ òî÷åê íàì íåîáõîäèìî áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå. Äëÿ i 6= 0 òî÷êè
x0 è yi íàçûâàþòñÿ âèäèìûìè, åñëè xy ïåðåñåêàåò îòðåçîê `i è `i ïåðâûé îãðàíè÷èâà-
þùèé îòðåçîê, êîòîðûé ïåðåñåêàåò îòðåçîê xy ïðè äâèæåíèè îò òî÷êè x. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè x0 è yi òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(x0, yi) =

{
||x− y||, åñëè x0 è yi âèäèìû,
∞, èíà÷å.

Íîâóþ ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñøèðåííîé

äèàãðàììû Âîðîíîãî, êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå 2.2. Öåíòð îêðóæ-

Ðèñ. 2.2: Ðèñóíîê ðàñøèðåííîé äèàãðàììû Âîðîíîãî.

íîñòü, êîòîðàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò íàëè÷èå ðåáðà ab â íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äå-
ëîíå, íàõîäèòñÿ íà îñíîâíîì èëè âòîðè÷íîì ëèñòå. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòîò öåíòð áëèæå
ê a è b ÷åì ê ëþáîé äðóãîé òî÷êå S. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòè Âîðîíîãî a è b
äåëÿò îáùèé íåïóñòîé îòðåçîê ãðàíèöû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ òî÷êà íà ðåáðå
ðàñøèðåííîé äèàãðàììû Âîðîíîãî ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, ñâèäåòåëüñòâóþ-
ùåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ïðèíàäëåæèò íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.

2.2 Óëó÷øåíèå Äåëîíå

Â äàííîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ êàê èñïîëüçîâàòü òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ òðåóãîëüíûõ ñåòîê íà ïëîñêîñòè. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîáàâëÿòü òî÷êè äî
òåõ ïîð ïîêà òðèàíãóëÿöèÿ íå ñòàíåò ïîäõîäÿùåé íàì ñåòêîé. Îãðàíè÷èâàþùèå ðåá-
ðà áóäóò ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, õîòÿ è ïðèíóäèòåëüíîå âêëþ÷åíèå
ýòèõ ðåáåð, êàê ìû ïîñòóïèëè â ðàçäåëå 2.1, âîçìîæíî.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñåòêè

Ãëàâíàÿ çàäà÷à ïðè ïîñòðîåíèè ñåòêè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà íåêîòîðûå ýëåìåíòû. Ýëåìåíòû îãðàíè÷åíû â ðàçìåðàõ è òèïàõ, êðîìå òîãî
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êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì áîëüøèì. Ìû îáñóäåì êîíêðåòíûé
ñëó÷àé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ äâóìåðíîé ñåòêè. Âõîä. Ýòî ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü íà

ïëîñêîñòè, âîçìîæíî ñ äûðêàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè è îòðåçêàìè è âåðøèíàìè âíóò-
ðè.

Âûõîä. Òðèàíãóëÿöèÿ äàííîé îáëàñòè, ñîäåðæàùàÿ âñå âåðøèíû è ðåáðà âõîäà.
Ãðàô, ñîñòîÿùèé èç âõîäíûõ âåðøèí è ðåáåð, áóäåì îáîçíà÷àòü G, à èòîãîâóþ òðè-

àíãóëÿöèþ � K. Áóäåò óäîáíî çàêëþ÷èòü G â îãðàíè÷èâàþùèé ïðÿìîóãîëüíèê è
òðèàíãóëèðîâàòü âñþ åãî âíóòðåííîñòü. Òðèàíãóëÿöèÿ èñõîäíîé îáëàñòè îáû÷íî ïî-
ëó÷àåòñÿ âçÿòèåì ïîäìíîæåñòâà òðåóãîëüíèêîâ êîíå÷íîé òðèàíãóëÿöèè.

Êà÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ

Êà÷åñòâî òðåóãîëüíèêà abc ìû áóäåì èçìåðÿòü ïî åãî íàèìåíüøåìó óãëó θ. Äâóìÿ
àëüòåðíàòèâíûìè âàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèé óãîë è îòíîøåíèå åãî �äëèíû�
è �øèðèíû�. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî õîðîøàÿ îöåíêà ñíèçó íà íàèìåíüøèé óãîë òàêæå
äàåò õîðîøèå îöåíêè è íà äâå äðóãèõ âåëè÷èíû. Íàèáîëüøèé óãîë â ýòîì ñëó÷àå
íå ïðåâîñõîäèò π − 2θ, òî åñòü åñëè íàèìåíüøèå óãëû îòäåëåíû îò íóëÿ, òî íàè-
áîëüøèå óãëû îòäåëåíû îò π. Îòíîøåíèå �äëèíû� è �øèðèíû� äëÿ òðåóãîëüíèêà
ýòî îòíîøåíèå åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ñòîðîíà ac, ê ðàñ-
ñòîÿíèþ îò òî÷êè b äî ac. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàèìåíüøèé óãîë ýòî óãîë a. Òîãäà
||b− x|| = ||b− a|| sin θ, ãäå x � ïðîåêöèÿ b íà ac. Ñòîðîíà ab íå ìåíüøå ñòîðîíû ac,
à çíà÷èò ||b− a|| ≥ ||c− a||/2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

sin θ
≤ ||c− a||
||b− x||

≤ 2

sin θ
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå äëèíû è øèðèíû ëèíåéíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû, îáðàò-
íîé ê ìèíèìàëüíîìó óãëó. Åñëè θ îòäåëåíî îò íóëÿ, òî ýòî îòíîøåíèå îãðàíè÷åíî
ñâåðõó è íàîáîðîò.

Íàøåé öåëüþ áóäåò ïîñòðîèòü òàêóþ òðèàíãóëÿöèþ K, â êîòîðîé íàèìåíüøèé
óãîë íå ìåíüøå íåêîòîðîé êîíñòàíòû, à êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â K íå áîëüøå
íåêîòîðîé êîíñòàíòû, óìíîæåííîé íà ìèíèìóì. Íî, òå ìàëûå óãëû, êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ èç èñõîäíûõ îãðàíè÷èâàþùèõ ðåáåð, â äàëüíåéøåì íå ìîãóò áûòü óâåëè÷åíû.
Ðàçóìíûé ïóòü ðàçðåøèòü ýòó ïðîáëåìó ñîñòîèò â òîì ÷òîáû ïðèíÿòü æåñòêèå âõîä-
íûå îãðàíè÷åíèÿ êàê íåèçáåæíûå è èçîëèðîâàòü èõ òàê, ÷òîáû îíè íå óõóäøàëè
áëèçêèå òðåóãîëüíèêè. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäíûå äàííûå íå
ñîäåðæàò òàêèõ æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé, â ÷àñòíîñòè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå âõîäÿùèå
óãëû íå ìåíüøå π/2.

Óëó÷øåíèå Äåëîíå

Ìû áóäåì ñòðîèòü K êàê òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ìíîæåñòâà òî÷åê, êîòîðîå âêëþ÷àåò
èñõîäíîå. Äðóãèå òî÷êè äîáàâëÿþòñÿ ïî îäíîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçðåøèòü ñèòóà-
öèþ ñ âõîäíûìè ðåáðàìè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, è
òðåóãîëüíèêàìè ñ ìàëûìè óãëàìè.

(1). Ïóñòü ab � îòðåçîê ðåáðà â ãðàôå G, êîòîðûé ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ïîêðûò
ðåáðîì òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
íåêîòîðûå âåðøèíû ëåæàò âíóòðè îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì ab. Â ýòîì ñëó÷àå
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ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè âåðøèíû çàõâà÷åíû îòðåçêîì ab è áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèþ split1 äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáàâèòü òî÷êó â ñåðåäèíå îòðåçêà ab è
èñïðàâèòü òðèàíãóëÿöèþ ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ðåáåðíûõ ôëèïîâ.

(2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåóãîëüíèê abc â òåêóùåé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ÿâëÿåòñÿ
âûòÿíóòûì, òî åñòü åãî íàèìåíüøèé óãîë ìåíüøå òðåáóåìîé íèæíåé ãðàíèöû.
Ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèþ split2 äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáàâèòü íîâóþ òî÷êó x â
öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc. Â ñèëó òîãî, ÷òî åãî îïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé, òðåóãîëüíèê abc áóäåò óäàëåí ñ ïîìîùüþ
îäíîãî èç ôëèïîâ, íåîáõîäèìûõ ÷òîáû âîññòàíîâèòü òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå.

Àëãîðèòì

Ïåðâîé çàäà÷åé àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîêðûòü âñå âõîäÿùèå ðåáðà, à
âòîðîé � èçáàâèòüñÿ îò âûòÿíóòûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïåðåä íà÷àëîì àëãîðèòìà ìû
ïîìåùàåì G â ïðÿìîóãîëüíèê B. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äîáàâëÿòü íîâûå òî÷êè
âíóòðè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ïîñòîÿííîãî ðîñòà îáëàñòè,
â êîòîðîé ìû ñòðîèì ñåòêó. Áîëåå êîíêðåòíî, ìû âîçüìåì B â òðè ðàçà áîëüøèì
÷åì íàèìåíüøèé ïðÿìîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé G. Ïðÿìîóãîëüíèê B ðàçáèâàåòñÿ íà 9
îäèíàêîâûõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò G, ìû ïîìåñòèì G â öåíòðàëüíûé èç íèõ.
Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñòîðîíà B ðàçáèòà íà òðè ðàâíûõ îòðåçêà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
K åñòü òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå âõîäÿùèõ âåðøèí, ê êîòîðûì äîáàâëåíû 12 òî÷åê íà
ãðàíèöå B.

loop

while ∃ çàõâàòûâàþùèé îòðåçîê ab do split1(ab) endwhile;
if íå îñòàëîñü âûòÿíóòûõ òðåóãîëüíèêîâ then exit end if;
ïóñòü abc âûòÿíóòûé è x � öåíòð åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè;
x çàõâà÷åíà îòðåçêàìè s1, . . . , sk;
if k ≥ 1 then split1(si) äëÿ âñåõ i else split2(abc) endif

forever.

Èç âûáîðà B ñëåäóåò, ÷òî íè îäèí öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè x íèêîãäà íå ïîïàäåò
íàðóæó B. Ýòî âåðíî òàê êàê ó íà÷àëüíûõ 12 (èëè ìåíüøå) òðåóãîëüíèêîâ íåòóïûå
óãëû íàïðîòèâ ñòîðîí, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå B. Â ñèëó òîãî, ÷òî îïèñàííûå îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêîâ Äåëîíå ïóñòûå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå öåíòðû ëåæàò âíóòðè B.
Äàííûé àëãîðèòì ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî, ÷òî óãëû íàïðîòèâ ãðàíè÷íûõ ðåáåð íå òóïûå,
à çíà÷èò öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò âíóòðè B.

Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç

Ïîâåäåíèå àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êàìè, êîòîðûå îí äîáàâëÿåò â íàøó ñåòêó.
Ìû óæå çíàåì, ÷òî âñå òî÷êè íàõîäÿòñÿ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà B,
ïëîùàäü êîòîðîãî êîíå÷íà. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
òî÷êàìè íå ìåíåå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà 2ε, òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî àëãîðèòì
çàêàí÷èâàåò ïîñëå äîáàâëåíèÿ êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê. Òî÷íåå, åñëè w îáîçíà÷à-
åò øèðèíó, à h � âûñîòó B, òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, êàæäàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî
ñäâèíóòà íà ε ðàâíà A = (w+2ε)(h+2ε). Êîëè÷åñòâî òî÷åê âíóòðè ýòîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà íå ïðåâîñõîäèò n ≤ A

πε2
, òàê êàê êðóãè ðàäèóñà ε ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ñåòêè íå
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èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è ñîäåðæàòñÿ âíóòðè óâåëè÷åííîãî ïðÿìîóãîëüíè-
êà. Äàííàÿ àðãóìåíòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé â çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê è èìååò
îòíîøåíèå ê òåîðèè óïàêîâîê. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε áóäåò äîêà-
çàíî â ðàçäåëå 2.3. Àíàëèç, ïðèâåäåííûé â óêàçàííîì ðàçäåëå, óëó÷øèò îöåíêè íà
ïëîùàäü ñ ïîìîùüþ âûáîðà ðàçìåðîâ êðóãîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ ïîëîæåíèÿ â ñåòêå.

×òî êàñàåòñÿ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, òî íàèáîëåå çàòðàòíàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà, ýòî
ðåáåðíûå ôëèïû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.
Ëèíåéíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè â ðàçäåëå 1.3, â äàííîì
ñëó÷àå íå ïðèìåíèìî, òàê êàê òî÷êè äîáàâëÿþòñÿ â íåñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Îáùåå
êîëè÷åñòâî ôëèïîâ â ýòîì ñëó÷àå íå áîëüøå

(
n
2

)
. Îòñþäà ñëåäóåò âåðõíÿÿ ãðàíèöà â

O(n2) íà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ñòîèìîñòü äîáàâëåíèÿ íîâîé âåðøèíû
ðàâíà O(n).

2.3 Àíàëèç àëãîðèòìà

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç àëãîðèòìà èç ðàçäåëà 2.2. Äîêàçûâàåòñÿ âåðõ-
íÿÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà,
è àñèìïòîòè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå äîëæíû
áûòü ïîñòðîåíû.

Ëîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè

Ìû áóäåì ïûòàòüñÿ ïîíÿòü àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ Äåëîíå ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî äåéñòâèÿ
íà ëîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå f : R2 −→
R. Äëÿ äàííîé òî÷êè x ∈ R2 ôóíêöèÿ f(x) åñòü òàêîé íàèìåíüøèé ðàäèóñ r, ÷òî
çàìêíóòûé êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â x

(i). Ñîäåðæèò äâå âåðøèíû èç G, èëè

(ii). Ïåðåñåêàåò îäíî èç ðåáåð G è ñîäåðæèò îäíó èç âåðøèí G, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ
êîíöîì ýòîãî ðåáðà, èëè

(iii). ïåðåñåêàåò äâà ðåáðà G áåç îáùèõ âåðøèí.

Âñå òðè ñëó÷àÿ ïîêàçàíû íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå 2.3.

Ðèñ. 2.3: Ëîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè

Â ñèëó ñâîéñòâà (i) íåðàâåíñòâî f(a) ≤ ||a−b|| âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí
a è b ìíîæåñòâà G. Ëîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè óäîâëåòâîðÿåò îäíîñòîðîííåìó óñëîâèþ
Ëèïøèöà, îòêóäà ñëåäóåò åãî íåïðåðûâíîñòü.

Ëåììà 2.3 (Óñëîâèå Ëèïøèöà).

|f(x)− f(y)| ≤ ||x− y||.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå, äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ íàøëèñü òàêèå
òî÷êè x è y, ÷òî f(x) < f(y)−||x−y||. Êðóã ðàäèóñà f(x) ñ öåíòðîì â x ñîäåðæèòñÿ âî
âíóòðåííîñòè êðóãà ðàäèóñîì f(y) ñ öåíòðîì â y, à çíà÷èò ìû ìîæåì óìåíüøèòü êðóã
ñ öåòðîì â y ñ ñîõðàíåíèåì òîãî ñâîéñòâà, ÷òî îí áóäåò ïåðåñåêàòü äâå ðàçëè÷íûå
âåðøèíû èëè îòðåçêà èç G. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ f(y).
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Êîíñòàíòû

Â àíàëèçå àëãîðèòìà èñïîëüçóþò äâå àêêóðàòíî âûáðàííûå êîíñòàíòû C1 è C2, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

1 +
√

2C2 ≤ C1 ≤
C2 − 1

2 sinα
,

ãäå α � íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðîé ìû õîòèì äîáèòüñÿ ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà óëó÷øåíèÿ Äåëîíå. Ìíîæåñòâà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ
íåðàâåíñòâàìè, îãðàíè÷åíû ïðÿìûìè è ó íàñ åñòü ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå
êîãäà íàêëîí ïåðâîé ïðÿìîé áîëüøå íàêëîíà âòîðîé ïðÿìîé, òî åñòü 1√

2
> 2 sinα.

Ñëåäóþùèé ðèñóíîê 2.4

Ðèñ. 2.4: Ïðÿìûå äëÿ îãðàíè÷åíèÿ êîíñòàíò

ïîêàçûâàåò ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðè α < arcsin 1
2
√
2

= 20, 7 . . .◦. Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ â ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè è êîîð-
äèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè âîçìîæíûìè êîíñòàíòàìè C1 è
C2, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì îãðàíè÷åíèÿì.

Èíâàðèàíòû

Àëãîðèòì íà÷èíàåò ðàáîòó ñ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà G è ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿåò
îñòàëüíûå âåðøèíû. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè íîâîé âåðøèíû, ðàññòîÿíèå
îò íåå äî óæå ñóùåñòâóþùèõ íå ìîæåò áûòü ñèëüíî ìåíüøå ÷åì ëîêàëüíûé ðàäèóñ.

Ëåììà 2.4 (Îá èíâàðèàíòàõ). Ïóñòü p è x äâå òàêèå òî÷êè, ÷òî x Áûëà äîáàëåíà

ïîñëå p. Òîãäà åñëè x áûëà äîáàâëåíà ñ ïîìîøüþ

(A). split1, òî ||x− p|| ≥
f(x)

C1

;

(B). split2, òî ||x− p|| ≥
f(x)

C2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì âòîðîé ñëó÷àé. Òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè âûòÿíóòîãî òðåóãîëüíèêà abc. Ïóñòü óãîë θ ïðè âåðøèíå c ìåíü-
øå α. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáå òî÷êè a è b ïðèíàäëåæàò G èëè, ÷òî a áûëî äîáàâëåíî
ïîñëå b. Ìû ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî êàê ïîëó÷èëàñü òî÷êà a.
Ïóñòü L îáîçíà÷àåò äëèíó îòðåçêà ab.

Ñëó÷àé 1. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé G, â ýòîì ñëó÷àå b òàêæå âåðøèíà G è f(a) ≤
L.

Ñëó÷àé 2. Òî÷êà a äîáàâëåíà â öåíòð êðóãà ñ ðàäèóñîì r′. Ïåðåä äîáàâëåíèåì a
ýòîò êðóã áûë ïóñòûì, à çíà÷èò r′ ≤ L. Ïî èíäóêöèè f(a) ≤ r′ · C2, à çíà÷èò
f(a) ≤ L · C2.
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Ñëó÷àé 3. Òî÷êà a äîáàâëåíà â ñåðåäèíó îòðåçêà. Òîãäà îïÿòü æå ïî èíäóêöèè
f(a) ≤ L · C1.

Â ñèëó òîãî, ÷òî 1 ≤ C2 ≤ C1 â ëþáîì ñëó÷àå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(a) ≤ L·C1.
Ïóñòü r = ||x − a|| � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà abc. Èñïîëüçóÿ
óñëîâèå Ëèïøèöà è ðàâåíñòâî L = 2r sin θ ìû ïîëó÷àåì

f(x) ≤ f(a) + r

≤ L · C1 + r

≤ 2r · sin θ · C1 + r.

Òàê êàê θ < α è C2 ≥ 1 + 2C1 sinα, òî

r ≥ f(x)

1 + 2C1 sinα
≥ f(x)

C2

,

êàê è íåîáõîäèìî.
Èñïîëüçóåì ïîõîæóþ àðãóìåíòàöèþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Òåïåðü

x � ñåðåäèíà îòðåçêà ab. Ïóñòü r = ||x− a|| = ||x− b|| � ðàäèóñ íàèìåíüøåãî êðóãà,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êè a è b, è ïóñòü p � âåðøèíà, çàõâà÷åííàÿ îòðåçêîì ab. Âíà-
÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, â êîòîðîì p ëåæèò íà âõîäíîì ðåáðå, ó êîòîðîãî íåò îáùèõ
êîíöîâ ñ ðåáðîì ab. Òîãäà f(x) ≤ r ïî óñëîâèþ (iii) îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî ðàäèóñà
òî÷êè. Â äðóãîì ñëó÷àå ðàçäåëåíèå ðåáðà ab âûçâàíî îòêàçîì îò äîáàâëåíèÿ êàêîãî
ëèáî öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü p îáîçíà÷àåò ýòîò öåíòð îêðóæíîñòè ðà-
äèóñîì r′. Â ñèëó òîãî, ÷òî p ëåæèò â êðóãå ñ äèàìåòðîì ab âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
r′ ≤

√
2r. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå Ëèïøèöà è èíäóêöèþ, ìû ïîëó÷àåì

f(x) ≤ f(p) + r

≤ r′ · C2 + r

≤
√

2r · C2 + r.

×òî ïðè óñëîâèè C1 ≥ 1 +
√

2C2 ïðèíèìàåò âèä

r ≥ f(x)

1 +
√

2C2

≥ f(x)

C1

,

÷òî è òðåáóåòñÿ.

Îöåíêà ñâåðõó

Èíâàðèàíòû (A) è (B) ãàðàíòèðóþò, ÷òî äîáàâëÿåìûå âåðøèíû íå ìîãóò áûòü ñêîëü
óãîäíî áëèçêèìè ê ïðåäûäóùèì âåðøèíàì. Ìû ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
îíè íå ìîãóò áûòü áëèçêèìè òàêæå è ê ïîñëåäóþùèì âåðøèíàì. Íàïîìíèì, ÷òî K
� êîíå÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà óëó÷øåíèÿ Äåëîíå.

Ëåììà 2.5 (Ëåììà î íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè). Äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí a, b ∈ K

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ||a− b|| ≥ f(a)

1 + C1

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè b áûëà äîáàâëåíà ðàíüøå a, òî ||a − b|| ≥ f(a)

C1

≥ f(a)

1 + C1

. Â

äðóãîì ñëó÷àå ||b− a|| ≥ f(b)

C1

è ñëåäîâàòåëüíî

f(a) ≤ f(b) + ||a− b|| ≤ ||a− b||(1 + C1)

êàê è óòâåðæäàëîñü.

Âåðøèíû íå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè, à çíà÷èò ìû ìîæåò èñïîëüçîâàòü
îöåíêè äëÿ ïëîùàäè äëÿ òîãî, ÷òî ïîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó ïîñëå
äîáàâëåíèÿ êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà âåðøèí. Ìû ñâÿæåì êîëè÷åñòâî âåðøèí ñ èíòå-
ãðàëîì îò ôóíêöèè 1

f2(x)
. Íàïîìíèì, ÷òî B ýòî îãðàíè÷èâàþùèé ïðÿìîóãîëüíèê,

èñïîëüçîâàííûé ïðè ïîñòðîåíèè K.

Ëåììà 2.6 (Îöåíêà ñâåðõó). Êîëè÷åñòâî âåðøèí â K íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû,

óìíîæåííîé íà ∫
B

dx

f 2(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû a ∈ K ðàññìîòðèì äèñê Da ñ öåíòðîì a
è ðàäèóñîì ra = f(a)

2+2C1
. Ïî ëåììå î íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè ýòè äèñêè ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Íå ìåíåå ÷åòâåðòè êàæäîãî äèñêà ëåæèò âíóòðè B, à çíà÷èò

∫
B

dx

f 2(x)
≥ 1

4
·
∑
a

∫
Da

dx

f 2(x)

≥ 1

4
·
∑
a

πr2a
(f(a) + ra)2

≥ 1

4
·
∑
a

π

(3 + 2C1)2
.

Ýòî è åñòü êîíñòàíòà, óìíîæåííàÿ íà êîëè÷åñòâî âåðøèí.

Äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ëåììû

Ìû ïîäãîòîâèì äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó ñ ïîìîùüþ äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ î òðåóãîëüíèêàõ, óãëû êîòîðûõ íå ìåíüøå íåêîòîðîé êîíñòàíòû α > 0.
Ñòîðîíû òàêîãî òðåóãîëüíèêà íå ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ, à èìåííî ||a−c||||a−b|| ≤ ρ = 1

sinα
.

Åñëè ó íàñ åñòü öåïî÷êà òðåóãîëüíèêîâ, ñîåäèíåííûõ ÷åðåç îáùèå ñòîðîíû, òî îò-
íîøåíèå îòðåçêîâ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ρt, ãäå t � êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ. Äâà
îòðåçêà ñ îáùåé âåðøèíîé ñîåäèíåíû öåïî÷êîé òðåóãîëüíèêîâ ñ ýòîé âåðøèíîé, ïðè-
÷åì äëèíà ýòîé öåïî÷êè íå ïðåâîñõîäèò 2π

α
, òàê êàê ìû íå ìîæåì ïîìåñòèòü áîëüøå

óãëîâ â îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Ëåììà 2.7 (îá îòíîøåíèè îòðåçêîâ). Îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ ñ îáùåì âåðøèíîé

íå ïðåâîñõîäèò ρ
2π
α .

Âòîðîé ðåçóëüòàò ïîñâÿùåí ïîêðûòèþ òðåóãîëüíèêà ÷åòûðåìÿ äèñêàìè: òðè äèñ-
êà ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ è îäèí ñ öåíòðîì â öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äëÿ
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êàæäîé âåðøèíû ìû âîçüìåì äèñê ðàäèóñà êîíñòàíòà c0, óìíîæåííàÿ íà äëèíó íàè-
ìåíüøåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Äëÿ öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ìû áóäåì áðàòü
äèñê ðàäèóñà 1− c2, óìíîæåííîé íà ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà, ñîõðàíÿÿ c0 ôèêñèðîâàííûì, ìû ìîæåì çàñòàâèòü c2 áûòü ñêîëü
óãîäíî áëèçêèì ê 0, óìåíüøàÿ óãîë òðåóãîëüíèêà. Â ñëó÷àå åñëè óãëû òðåóãîëüíèêà
íå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè, òî c2 òàêæå áóäåò îòäåëåíî îò 0.

Ëåììà 2.8 (Ëåììà î ïîêðûòèè òðåóãîëüíèêà). Äëÿ êàæäîé êîíñòàíòû c0 > 0
íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c2 > 0, ÷òî óêàçàííûå ÷åòûðå êðóãà ïîêðûâàþò òðå-

óãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè è ab � íàèìåíüøàÿ ñòî-
ðîíà òðåóãîëüíèêà. Åå äëèíà ||a− b|| ≥ 2r · sinα. Êðóã ñ öåíòðîì â a ïîêðûâàåò âñå
òî÷êè íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå c0 · ||a − b|| îò a; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî c0 <

1
2
. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè z äî òî÷êè

y ∈ ab, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè c0 · ||a− b|| îò a, îöåíèâàåòñÿ êàê

||y − z|| <
√
R2 − c20||a− b||2

≤
√
R2 · (1− 4c20 · sin2 α)

< R · (1− 2c20 · sin2 α).

Âñå îñòàëüíûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà, íå ïîêðûòûå êðóãàìè ñ öåíòðàìè a, b è c, íàõî-
äÿòñÿ íà áîëüøåì ðàññòîÿíèè îò z. Â ñèëó òîãî, ÷òî c0 è α ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû,
òî c2 = c20 · sin2 α.

Îöåíêà ñíèçó

Ïðè÷èíîé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ êðóãîâ ðàäèóñîì (1−c2)R â öåíòðàõ îïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ òî÷êè x âíóòðè ýòîãî êðóãà ëîêàëüíûé ðàäèóñ íå ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Â ÷àñòíîñòè, îí íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè, óìíîæåííîå íà êîñèíóñ ïîëîâèíû íàèìåíüøåãî óãëà,
òî åñòü f(x) ≥ c2R · cos α

2
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ êðóãîâ

â âåðøèíàõ, îáîçíà÷èì ÷åðåç L äëèíó íàèìåíüøåãî îòðåçêà èíöèäåíòíîãî âåðøèíå
a. Ëîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè a íå ìåíüøå ÷åì L ·sinα. Âûáðàâ c0 = sinα

2
, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî f(a) ≥ 2c0L è ñëåäîâàòåëüíî f(x) ≥ f(a)−||x−a|| ≥ c0L äëÿ âñåõ òî÷åê x âíóòðè
êðóãà ðàäèóñîì c0L ñ öåíòðîì â a.

Ìû èñïîëüçóåì ýòè íàáëþäåíèÿ, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì, êîòîðûé
ñòðîèò òðåóãîëüíèêè ñ óãëàìè íå ìåíåå α > 0 äîáàâëÿåò íå ìåíåå êîíñòàíòû, óìíî-
æåííîé íà èíòåãðàë îò 1

f2(x)
, âåðøèí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì èç ðàçäåëà 2.2

ñòðîèò ñåòêó çà àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Ëåììà 2.9 (îá îöåíêå ñíèçó). Åñëè K òðåóãîëüíàÿ ñåòêà ìíîæåñòâà G, íå ñîäåð-
æàùàÿ òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè ìåíüøå α, òî êîëè÷åñòâî âåðøèí K íå ìåíüøå

êîíñòàíòû, óìíîæåííîé íà

∫
B

dx

f 2(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîêðóã êàæäîé âåðøèíû a ∈ K íàðèñóåì êðóã ðàäèóñîì sinα
2
,

óìíîæåííûé íà äëèíó íàèìåíüøåãî îòðåçêà, èíöèäåíòíîãî a. Ïîëîæèì c0 = sinα· ρ
π
α

2
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è ñ ïîìîùüþ ëåììû î ïîêðûòèè òðåóãîëüíèêà íàéäåì ïîäõîäÿùåå c2 > 0. Äëÿ êàæ-
äîãî òðåóãîëüíèêà abc ∈ K íàðèñóåì êðóã ðàäèóñîì 1−c2 óìíîæåííîå íà ðàäèóñ îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Êàæäûé òðåóãîëüíèê
ïîêðûò ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷åòûðåìÿ êðóãàìè, à çíà÷èò è âñÿ ñåòêà ïîêðûòà âñåìè
êðóãàìè.

Äëÿ êàæäîãî êðóãà Di ïóñòü fi îáîçíà÷àåò ìèíèìóì ëîêàëüíîãî ðàäèóñà äëÿ
òî÷åê x ∈ Di. Ïî àðãóìåíòàì, ïðèâåäåííûì âûøå, ýòî ìèíèìóì áîëüøå ëèáî ðàâåí
êàêîé-òî ôèêñèðîâàííîé äîëè îò ðàäèóñà äèñêà Di, òî åñòü f≥

ri
C
. Â ñèëó òîãî, ÷òî

äàííûå êðóãè ïîêðûâàþò ñåòêó, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

∫
B

dx

f 2(x)
≤
∑
i

∫
Di

dx

f 2(x)

≤
∑
i

r2i π

f 2
i

≤
∑
i

C2π.

Êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ ìåíüøå ÷åì óäâîåííîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç n. Ñëåäîâàòåëüíî

n ≥
∑
i

1

3
≥ 1

3C2π

∫
B

dx

f 2(x)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷è

1. Îñòðîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè (îäèí áàëë). Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ îñòðî-
óãîëüíûì åñëè âñå åãî óãëû ìåíüøå π

2
. Îòìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê Äåëîíå abc

ÿâëÿåòñÿ îñòðîóãîëüíûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå êîãäà äóàëüíàÿ âåðøèíà
äèàãðàììû Âîðîíîãî ñîäåðæèòñÿ âíóòðè abc. Äîêàæèòå, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ K,
âñå òðåóãîëüíèêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îñòðîóãîëüíûìè, ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé
Äåëîíå ìíîæåñòâà âåðøèí K.

2. Ãðàô Ãýáðèýëà (îäèí áàëë). Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè. Ïóñòü a, b ∈ S è ðàññìîòðèì íàèìåíüøóþ îêðóæíîñòü Cab, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç a è b. Ðåáðî ab ïðèíàäëåæèò ãðàôó Ãýáðèýëà G ìíîæåñòâà S åñëè Cab
ïóñòà è a è b åäèíñòâåííûå òî÷êè èç S, ëåæàùèå íà ýòîé îêðóæíîñòè.

(i) Äîêæèòå, ÷òî ab ∈ G, åñëè è òîëüêî åñëè ab ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì òðèàíãóëÿöèè
Äåëîíå ìíîæåñòâà S è ïðîòèâîëåæàùèå óãëû îäíîãî èëè äâóõ òðåóãîëü-
íèêîâ, ñîäåðæàùèõ ab, ìåíüøå π

2
.

(ii) Äîêàæèòå, ÷òî ab ∈ G, åñëè è òîëüêî åñëè ab ïåðåñåêàåò äóàëüíîå ðåáðî
äèàãðàììû Âîðîíîãî Va ∩ Vb.

3. Äèàãðàììà Âîðîíîãî äëÿ îòðåçêîâ (òðè áàëëà). Ïóñòü L ìíîæåñòâî èç n
îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè, ïîïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê. Íàçîâåì ðàññòîÿ-

íèåì îò òî÷êè x ∈ R2 äî îòðåçêà ab ∈ L ìèíèìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé îò x äî
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íåêîòîðîé òî÷êè ab. Îáëàñòüþ Âîðîíîãî îòðåçêà ab íàçîâåì ìíîæåñòâî òàêèõ
òî÷åê x, êîòîðûå íå äàëüøå îò ab ÷åì îò äðóãèõ îòðåçêîâ èç L.

(i) Äîêàæèòå, ÷òî îáëàñòü Âîðîíîãî êàæäîãî îòðåçêà èç L ñâÿçíà.

(ii) Äîêàæèòå, ÷òî �ðåáðà� îáëàñòåé Âîðîíîãî ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè èëè ó÷àñò-
êàìè ïàðàáîë.

(iii) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåáåð Âîðîíîãî íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû, óìíî-
æåííîé íà n.

4. Íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðåáðà (äâà áàëëà). Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê ïëîñêîñòè, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íèêàêèå
÷åòûðå íå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äâà ðåáðà ab è cd íàçûâàþòñÿ ïåðåñå-

êàþùèìèñÿ, åñëè ó íèõ åñòü îáùàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Ïóñòü L � ìíîæåñòâà
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ S.

(i) Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ìíîæåñòâà S íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

(ii) Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà íåñâîáîäíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ìíî-
æåñòâ S è L íå ïåðåñåêàþòñÿ.

5. Îêðóæåííûå âåðøèíû Âîðîíîãî (òðè áàëëà). Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèþ
Äåëîíå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü D ïîäìíîæåñòâî òðå-
óãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè ñ ãðàíèöåé B, ñîñòîÿùåé èç ðåáåð, êîòîðûå ïðèíàäëå-
æàò ðîâíî îäíîìó òðåóãîëüíèêó èç D. Ìû íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî D çàùèùåí-

íûì åñëè èç òîãî, ÷òî abc ∈ D è ab ∈ B ñëåäóåò, ÷òî óãîë c íå òóïîé. Äîêàæèòå,
÷òî âñå âåðøèíû äèàãðàììû Âîðîíîãî äóàëüíûå òðåóãîëüíèêàì çàùèùåííîãî
ïîäìíîæåñòâà D ëåæàò â îáëàñòÿõ, ïîêðûòûõ D.
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Ãëàâà 3

Òðåõìåðíûå òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàçâèâàåì íàøè çíàíèÿ î òðèàíãóëÿöèÿõ Äåëîíå íà òðåõìåðíûé
ñëó÷àé. Ïî÷òè âñå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìû çíàåì, ìãíîâåííî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ðàç-
ìåðíîñòè ÷åòûðå è áîëüøå. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ èñêóøåíèå ââåñòè ïîëîæèòåëüíûé
ïàðàìåòð d è âñå ðàññóæäåíèÿ â äàííîé ãëàâå âåñòè äëÿ ñëó÷àÿ d-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü, ÷òîáû ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà òðåõìåðíîì ñëó÷àå è åãî
îòëè÷èòåëüíûõ ñâîéñòâàõ. Â ðàçäåëå 3.1 ââîäÿòñÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî è òðåõìåð-
íûå òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, à òàêæå îáúÿñíÿåòñÿ èõ ñâÿçü ñ ãðàíè÷íûìè êîìïëåêñàìè
âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ â R4. Â ðàçäåëå 3.2 äàííûå êîíñòðóêöèè îáîáùàþòñÿ äëÿ òî÷åê,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò äåéñòâèòåëüíûé âåñ. Ðàçäåë 3.3 îáîáùàåò îïåðàöèþ ôëèïà
äëÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå â ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì êëàññè-
÷åñêèå òåîðåìû âûïóêëîé ãåîìåòðèè. Â ðàçäåëå 5.4 îïèñûâàåòñÿ è àíàëèçèðóåòñÿ
ñëó÷àéíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ñ ïîñëåäîâàòåëü-
íûì äîáàâëåíèåì òî÷åê.

3.1 Ïîäúåì è ïîëÿðíîñòü

Òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå êîíå÷íîãî ìíîæåòñâà â R3 ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê äèàãðàììå
Âîðîíîãî òîãî æå ìíîæåñòâà. Â äàííîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ îáà ïîíÿòèÿ è ïîêàçûâà-
åòñÿ êàê îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðîåêòèðîâàíèÿ ãðàíèö âûïóêëûõ
ïîëèýäðîâ.

Äèàãðàììû Âîðîíîãî

Îáëàñòüþ Âîðîíîãî òî÷êè p êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S ⊆ R3 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ëåæàò íå äàëüøå îò p ÷åì îò ëþáîé äðóãîé òî÷êè S:

Vp =
{
x ∈ R3 : ||x− p|| ≤ ||x− q||,∀q ∈ S

}
.

Êàæäîå íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî è Vp � ïåðåñå÷åíèå
êîíå÷íîãî íàáîðà òàêèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Äðóãèìè ñëîâàìè Vp � âûïóêëûé ïîëèýäð,
íàïðèìåð êàê íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå 3.1.

Ðèñ. 3.1: Âîçìîæíûé ìíîãîãðàííèê Âîðîíîãî
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Â îáùåì ñëó÷àå êàæäàÿ âåðøèíà Vp ïðèíàäëåæèò òðåì ãðàíÿì è òðåì ðåáðàì ïîëè-
ýäðà. Åñëè îáëàñòü Vp îãðàíè÷åíà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà
ñâîèõ âåðøèí. Ñëó÷àé ñ íåîãðàíè÷åííîé Vp òàêæå âîçìîæåí. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ
òàêàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p, ÷òî âñå âåðøèíû S ëåæàò íà ïëîñêîñòè èëè ïî
îäíó ñòîðîíó îò íåå.

Îáëàñòè Âîðîíîãî âìåñòå ñ èõ îáùèìè ãðàíÿìè, ðåáðàìè è âåðøèíàìè îáðàçóþò
äèàãðàììó Âîðîíîãî ìíîæåñòâà S. Òî÷êà x ïðèíàäëåæèò k îáëàñòÿì Âîðîíîãî åñëè
îíà ðàâíîóäàëåíà îò k òî÷åê, ïîðîæäàþùèõ äèàãðàììó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äàííûå
k òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ñôåðå. Åñëè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî k ≤
4. Âåðøèíà äèàãðàììû Âîðîíîãî x ïðèíàäëåæèò êàê ìèíèìóì ÷åòûðåì îáëàñòÿì
Âîðîíîãî, à â ñëó÷àå åñëè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ðîâíî ÷åòûðåì.

Òðåõìåðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå

Ìû ïîëó÷àåì òðåõìåðíóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå âçÿòèåì äóàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ê
äèàãðàììå Âîðîíîãî. Âåðøèíàìè Äåëîíå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè èç S. Ðåáðà Äåëîíå ñîåäè-
íÿþò âåðøèíû, ïîðîæäàþùèå îáëàñòè Âîðîíîãî, ó êîòîðûõ åñòü îáùàÿ ãðàíü. Ãðàíè
Äåëîíå îáúåäèíÿþò âåðøèíû, ïîðîæäàþùèå îáëàñòè Âîðîíîãî ñ îáùèì ðåáðîì. Åñ-
ëè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ëþáîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò òðåì îáëàñòÿì
Âîðîíîãî è âñå ãðàíè Äåëîíå ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè. Ìíîãîãðàííèêè Äåëîíå ñî-
åäèíÿþò òî÷êè ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùèå îáëàñòè Âîðîíîãî ñ îáùåé âåðøèíîé. Åñëè
òî÷êè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, òî êàæäàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò ÷åòûðåì îá-
ëàñòÿì Âîðîíîãî è âñå ìíîãîãðàííèêè Âîðîíîãî ÿâëÿþòñÿ òåòðàýäðàìè. Ðàññìîòðèì
òî÷êó p íà ðèñóíêå 3.1. Ó åå ìíîãîãðàííèêà Âîðîíîãî 14 ãðàíåé, 36 ðåáåð è 24 âåð-
øèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà p ïðèíàäëåæèò 14 ðåáðàì Äåëîíå, 36 òðåóãîëüíèêàì
Äåëîíå è 24 òåòðàýäðàì Äåëîíå.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òî÷êè S íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òðè-
àíãóëÿöèÿ Äåëîíå S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ñèìïëåêñîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,
÷òî ýòî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íàì âñå åùå íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó ñèìïëåêñîâ íåò
íåäîïóñòèìûõ ïåðåñå÷åíèé. Ìû ñäåëàåì ýòî, ââåäÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðûå ñâÿçûâàþò äèàãðàììû Âîðîíîãî è òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå â R3 ñ ãðàíè÷íûìè
êîìïëåêñàìè âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ â R4.

Ôóíêöèè ðàñòîÿíèÿ

Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè p ∈ S ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé πp : R3 −→ R, îïðåäåëåííîé
ïî ïðàâèëó πp(x) = ||x−p||2. Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ
â R4. Ìû óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ, çàáûâ ïðî ðàçíèöó ìåæäó ôóíêöèåé è åå ãðàôèêîì.
Íà ðèñóíêå 3.2 ïîêàçàí ïðèìåð äëÿ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ðèñ. 3.2: Ïàðàáîëîèä êàê ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ.

Ðàññìîòðèì íàáîð èç âñåõ ôóíêöèé êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé, îïðåäåëåííûõ ïî òî÷-
êàì ìíîæåñòâà S. Ïîòî÷å÷íûé ìèíèìóì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé πS : R3 −→ R,
îïðåäåëåííîé ïî ïðàâèëó

πS(x) = min{πp(x)|p ∈ S}.
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ÅÅ ãðàôèêîì ÿâëÿåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè, ñîñòàâëåííîé èç âñåõ ïàðà-
áîëîèäîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ îáëàñòè Âîðîíîãî, πS(x) = πp(x) åñëè è òîëüêî åñëè x
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Âîðîíîãî òî÷êè p. Ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì äóìàòü îá îá-
ëàñòè Âîðîíîãî Vp êàê î ïðîåêöèè ÷àñòè íèæíåé ãðàíèöû, êîòîðàÿ ïðåäîñòàâëåíà
ïàðàáîëîèäîì πp.

Ëèíåàðèçàöèÿ

Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü âñåõ ôóíêöèé êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îäèíàêîâà � ||x||2. Ïîñëå
âû÷èòàíèÿ ýòîãî ÷ëåíà ìû ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, à èìåííî

fp(x) = πp(x)− ||x||2

= (x− p)T · (x− p)− xT · x
= −2pT · x+ ||p||2.

Ãðàôèêîì fp ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü â R4. Òî æå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïëîñ-
êîñòü x4 = 0 â ïåðåâåðíóòûé ïàðàáîëîèä Π, îïðåäåëåííûé ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ,
çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì Π(x) = −||x||2. Íà ðèñóíêå 3.3 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ïàðàáîëîèäó è ïëîñêîñòè íà ðèñóíêå 3.2.

Ðèñ. 3.3: Ïåðåâåðíóòûé ïàðàáîëîèä è ïëîñêîñòü.
.

Ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êî âñåìó íàáîðó ïàðàáîëîèäîâ îäíî-
âðåìåííî. Êàæäàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà R4 ïóòåøåñòâóåò âåðòèêàëüíî, òî åñòü ïàðàë-
ëåëüíî îñè êîîðäèíàò x4. Ïðîéäåííîå òî÷êîé ðàññòîÿíèå ýòî êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò
íåå äî îñè x4. Ïðè ýòîì ïàðàáîëîèäû ïåðåõîäÿò â ãèïåðïëîñêîñòè, ïåðåñå÷åíèå ïàðà-
áîëîèäîâ â ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòåé, à íèæíÿÿ ãðàíèöà ñåìåéñòâà ïàðàáîëîèäîâ
â íèæíþþ ãðàíèöó ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé.

Çàìåíèì êàæäóþ ãèïåðïëîñêîñòü íà çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ëåæàùåå ñíèçó
îò ãèïåðïëîñêîñòè. Ïåðåñå÷åíèåì òàêèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûé ïîëè-
ýäð â R4, à íèæíÿÿ ãðàíèöà ñåìåéñòâà ïîëóïëîñêîñòåé åãî ãðàíèöåé. Åãî ãðàíèöà ýòî
êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç âûïóêëûõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòåé 3, 2, 1, 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî
íàøå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåäâèãàåò òî÷êè âåðòèêàëüíî, íèæíÿÿ ãðàíèöà ïàðàáîëîè-
äîâ ïåðåõîäèò â íèæíþþ ãðàíèöó ãèïåðïëîñêîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðîåêöèÿ êàæäîé
òðåõìåðíîé ãðàíè F ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ Âîðîíîãî, à ïðîåêöèÿ âñåãî ãðàíè÷íîãî êîì-
ïëåêñà åñòü äèàãðàììà Âîðîíîãî.

Ïîëÿðíîñòü

Íàì âñå åùå íåîáõîäèìî ïðîÿñíèòü ñâÿçü ìåæäó îïèñàííîé êîíñòðóêöèåé è òðèàí-
ãóëÿöèÿìè Äåëîíå. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñðàçó îïèñàòü ýòó ñâÿçü ìû âíà÷àëå èçó÷èì
îòíîøåíèå ìåæäó íåâåðòèêàëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè è èõ ïîëþñàìè â R4.

Íåâåðòèêàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ýòî ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè f : R3 −→ R,
êîòîðàÿ â îáùåì âèäå îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé p ∈ R3 è ñêàëÿðîì c ∈ R ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû

f(x) = −2pT · x+ ||p||2 − c.
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Ãèïåðïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíàÿ f è êàñàþùàÿñÿ Π îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé −2pT · x+
||p||2. Âåðòèêàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ãèïåðëîñêîñòÿìè ðàâíî |c|. Ïîëþñîì
ïëîñêîñòè f íàçûâàåòñÿ òî÷êà g = f ∗ = (p,−||p||2 + c). Âåðòèêàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó g è f ðàâíî 2|c| è ïàðàëëåëüíàÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäèò ïîñå-
ðåäèíå ìåæäó f è g. Áîëåå òîãî, âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç g, òàêæå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ Π. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g ∈ Π åñ-
ëè è òîëüêî åñëè f êàñàåòñÿ Π. Äëÿ íåâåðòèêàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèé òî÷åê, ëåæàùèõ âûøå, íèæå è íà íèõ. Ïóñòü f1, f2 � äâå
íåâåðòèêàëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè, à g1, g2 � èõ ïîëþñà.

Ëåììà 3.1 (Îá îáðàòíîì ïîðÿäêå). Òî÷êà g1 ëåæèò âûøå, íà èëè íèæå ãèïåð-

ïëîñêîñòè f2 åñëè è òîëüêî åñëè g2 ëåæèò âûøå, íà èëè íèæå ãèïåðïëîñêîñòè f1
ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü gi = (pi,−||pi||2 + ci) ïðè i = 1, 2. Àëãåáðàè÷åñêè òî, ÷òî g1
âûøå f2, âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

−||p1||2 + c1 > −2pT2 · p1 + ||p2||2 − c2.

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå è èñïîëüçóÿ êîììóòàòèâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ïîëó÷àåì

−||p2||2 + c2 > −2pT1 · p2 + ||p1||1 − c1.

Ýòî è åñòü àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ òîãî, ÷òî g2 ëåæèò âûøå f1. Îñòàëüíûå
ñëó÷àè àíàëîãè÷íû.

Ïîëÿðíûé ïîëèýäð

Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû ïîñòðîèòü òðåõìåðíóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå êàê ïðîåêöèþ ãðà-
íè÷íîãî êîìïëåêñà âûïóêëîãî ïîëèýäðà â R4. Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ S ðàññìîòðèì
òî÷êó gp = (p,−||p||2) � ïîëþñ ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðïëîñêîñòè. Âñå òî÷êè gp ëå-
æàò íà ïåðåâåðíóòîì ïàðàáîëîèäå Π. Äëÿ êàæäîé íåâåðòèêàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè f
ðàññìîòðèì çàìêíóòîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå f ñâåðõó. Ïóñòü G � ïåðåñå-
÷åíèå âñåõ òàêèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ; G ñîäåðæèò âñå òî÷êè gp. G � âûïóêëûé ïîëèýäð
â R4. Åãî ãðàíèöà ñîñòîèò èç âåðõíåé ÷àñòè ãðàíèöû âûïóêëîé îáîëî÷êè âåðøèí è
�òåíè� ïðîäîëæåííîé äî áåñêîíå÷íîñòè â íàïðàâëåíèè −x4. Ãèïåðïëîñêîñòü íàçûâà-
åòñÿ îïîðíîé äëÿ G åñëè îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ åãî ãðàíèöåé, íî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åãî
âíóòðåííîñòü. Ëåììà îá îáðàòíîì ïîðÿäêå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó G è F .

Ëåììà 3.2 (Îïîðíàÿ ëåììà). Ãèïåðïëîñêîñòü f ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé äëÿ G åñëè è

òîëüêî åñëè åå ïîëþñ g = f ∗ ëåæèò íà ãðàíèöå F .

Ïðåäñòàâüòå, ÷òî ìû èññëåäóåì ïîâåðõíîñòü G, ïåðåêàòûâàÿ îïîðíóþ ãèïåðïëîñ-
êîñòü ïî åãî ãðàíèöå. Äóàëüíîå èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëþñ, äâèãàþùèé-
ñÿ ïî ãðàíèöå F . Äëÿ êàæäîé k-ìåðíîé ãðàíè G ìû ïîëó÷àåì (3− k)-ìåðíóþ ãðàíü
F è íàîáîðîò. Èñêëþ÷èòåëüíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûå ãèïåðãðàíè F ,
êîòîðûì íå ãðàíè F , âîçìîæíî çà èñêëþ÷åíèå ãðàíåé íà áåñêîíå÷íîñòè. Îòíîøå-
íèå ìåæäó äâóìÿ ãðàíè÷íûìè êîìïëåêñàìè òàêîå æå êàê è îòíîøåíèå òðèàíãóëÿ-
öèåé Äåëîíå è äèàãðàììîé Âîðîíîãî. Èçîìîðôèçì ìåæäó äèàãðàììîé Âîðîíîãî è
ãðàíè÷íûì êîìïëåêñîì F âëå÷åò èçîìîðôèçì ìåæäó ãðàíè÷íûì êîìïëåêñîì G (çà
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èñêëþ÷åíèåì âåðòèêàëüíûõ ãðàíåé) è òðåõìåðíîé òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå. Â ñèëó
òîãî, ÷òî âåðøèíû G ïðîåêòèðóþòñÿ íà òî÷êè S, òî è âåñü ïîëèýäð G ïðîåêòèðóåò-
ñÿ â òðåõìåðíóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå S. È ýòî â êîíå÷íîì èòîãå äîêàçûâàåò îò-
ñóòñòâèå íåïðàâèëüíûõ ïåðåñå÷åíèé ñèìïëåêñîâ Äåëîíå. Òðåõìåðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ
Äåëîíå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â îáùåì ïîëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì
êîìïëåêñîì.

3.2 Ðàññòîÿíèå ñ âåñîì

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèàãðàììàìè Âîðîíîãî è âûïóêëûìè ïîëèýäðàìè íàïðàâëÿåò
íàñ ê îáîáùåíèþ äèàãðàìì Âîðîíîãî è Äåëîíå, îáðàçóþùèõ áîëåå îáøèðíûé êëàññ
îáúåêòîâ. Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ îáîáùåíèå, èñïîëüçóþùåå òî÷êè ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè âåñàìè. Âíóòðè ýòîãî áîëåå øèðîêî êëàññà äèàãðàìì ìû íàéäåì ñâÿçü
ìåæäó äèàãðàììàìè Âîðîíîãî è Äåëîíå, êîòîðàÿ îòñóòñòâóåò â áîëåå óçêîì êëàññå
äèàãðàìì áåç âåñîâ.

Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

Íà ðèñóíêå 3.4 ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó äèàãðàììàìè Âîðîíîãî è òðåõìåðíûìè òðèàí-
ãóëÿöèÿìè Äåëîíå â R3 è âûïóêëûìè ïîëèýäðàìè â R4, êîòîðàÿ áûëà óñòàíîâëåíà â
ðàçäåëå 3.1.

Ðèñ. 3.4: Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

V è D äóàëüíû äðóã äðóãó; F ïîëó÷àåòñÿ èç V ëèíåàðèçàöèåé ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ;
â ñâîþ î÷åðåäü V ïîëó÷àåòñÿ èç F ïðîåêòèðîâàíèåì ãðàíè÷íîãî êîìïëåêñà. F è
G ïîëÿðíû äðóã äðóãó; G ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé òî÷åê, ñïðîåêòèðîâàííûõ
íà Π (ïðîäîëæåííîé äî áåñêîíå÷íîñòè â íàïðàâëåíèè −x4); D ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé
ãðàíè÷íîãî êîìïëåêñà G.

Ìû áóäåì íàçûâàòü G âïèñàííûì ïîëèýäðîì, òàê êàê êàæäàÿ åãî âåðøèíà ëåæèò
íà Π, F � îïèñàííûì, òàê êàê êàæäàÿ åãî òðåõìåðíàÿ ãðàíü ïîðîæäàåò ãèïåðïëîñ-
êîñòü, êàñàþùóþñÿ Π. Ñâîéñòâî ïîëèýäðà áûòü âïèñàííûì èëè îïèñàííûì ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî ñïåöèàëüíûì. Ìû èñïîëüçóåì âåñà äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîáùèòü ïîíÿòèÿ
äèàãðàìì Âîðîíîãî è Äåëîíå è èçáàâèòü ïîëèýäðû îò íåîáõîäèìîñòè áûòü âïèñàí-
íûìè èëè îïèñàííûìè. Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ìû âñå åùå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû
êàæäàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàëà F ïî ëó÷ó, à G ïî ëó÷ó èëè ïóñòîìó ìíîæå-
ñòâó. Ýòî íåñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå, õîòÿ èíîãäà îíî ìîæåò äîñòàâèòü íåêîòîðûå
íåóäîáñòâà.

Òî÷êè ñ âåñàìè

Ìû ïîäãîòîâèìñÿ ê îïðåäåëåíèþ âçâåøåííîé äèàãðàììû Äåëîíå, ââåäÿ ïîíÿòèå
òî÷êè ñ äåéñòâèòåëüíûì âåñîì. Íàì áóäåò óäîáíî ïèñàòü âåñ òî÷êè êàê êâàäðàò
íåîòðèöàòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èëè êâàäðàò ìíèìîé åäèíèöû, óìíîæåí-
íîé íà íåîòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ìû áóäåì äóìàòü î òî÷êå ñ âåñîì
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p̂ = (p, P 2) ∈ R3 × R êàê î ñôåðå ñ öåíòðîì p ∈ R3 è ðàäèóñîì P . Ñòåïåíüþ èëè
ðàññòîÿíèåì ñ âåñîì îòíîñèòåëüíî p̂ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ πp̂ : R3 −→ R, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

πp̂(x) = ||x− p||2 − P 2.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà äëÿ òî÷åê x âíå ñôåðû è îòðèöàòåëüíà äëÿ òî÷åê x
âíóòðè ñôåðû. Ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê äîïóñêàþò èíòóèòèâíóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðàññòîÿíèÿ ñ âåñîì. Ê ïðèìåðó äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî P 2

è òî÷êè x, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âíå ñôåðû, ýòî êâàäðàò äëèíû îòðåçêà êàñàòåëüíîé,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó x ñ òî÷êîé ñôåðû. ×òî áóäåò åñëè òî÷êà x ëåæèò âíóòðè ñôåðû?
Â ðàçäåëå 1.1 ìû âèäåëè, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ñ îäèíàêîâûì âçâåøåííûì ðàññòîÿ-
íèåì îòíîñèòåëüíî äâóõ îêðóæíîñòåé åñòü ïðÿìàÿ. Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâî òî÷åê â
R3 ñ îäèíàêîâûì âçâåøåííûì ðàññòîÿíèåì îòíîñèòåëüíî äâóõ ñôåð åñòü ïëîñêîñòü.
Åñëè ýòè äâå ñôåðû ïåðåñåêàþòñÿ, òî ýòà ïëîñêîñòü ïðîéäåò ÷åðåç îêðóæíîñòü ïå-
ðåñå÷åíèÿ. Åñëè æå äâå ñôåðû íå ïåðåñåêàþòñÿ è íè îäíà èç íèõ íå ëåæèò âíóòðè
äðóãîé, òî ýòà ïëîñêîñòü áóäåò èõ ðàçäåëÿòü.

Îðòîãîíàëüíîñòü

Ïóñòü íàì äàíû äâå ñôåðû èëè òî÷êè ñ âåñîì p̂ = (p, P 2) è q̂ = (q,Q2). Ìû îáîáùàåì
âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå äî ñèììåòðè÷íîé ôîðìû

πp̂,q̂ = ||p− q||2 − P 2 −Q2.

Åñëè Q2 = 0, òî ýòî âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå îò q äî p̂, à åñëè P 2 = 0, òî ýòî âçâåøåííîå
ðàññòîÿíèå îò p äî q̂. Ìû áóäåì íàçûâàòü p̂ è q̂ îðòîãîíàëüíûìè åñëè πp̂,q̂ = 0. Íà ñà-
ìîì äåëå, åñëè P 2, Q2 > 0, òî πp̂,q̂ = 0 åñëè è òîëüêî åñëè äâå ñôåðû ïåðåñåêàþòñÿ ïî
îêðóæíîñòè è äâå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â êàæäîé òî÷êå ýòîé îêðóæíîñòè ïåðïåí-
äèêóëÿðíû. Îðòîãîíàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì â îáîáùåíèè îáû÷íûõ
òðèàíãóëÿöèé Äåëîíå íà âçâåøåííûå òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Ìû áóäåì íàçûâàòü p̂ è
q̂ äàëüøå ÷åì îðòîãîíàëüíûå åñëè πp̂,q̂ > 0.

Äàâàé ïîïðîáóåì ïîíÿòü êàê âåñà âëèÿþò íà ïðîöåññ ïîäíÿòèÿ. Ãðàôèêîì ôóíê-
öèè ðàññòîÿíèÿ ñ âåñîì ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîèä, íóëåâûì ìíîæåñòâîì êîòîðîãî, π−1p̂ (0),
ÿâëÿåòñÿ ñôåðà p̂. Êàê è ðàíüøå ìû ìîæåì ëèíåàðèçîâàòü êàê è ðàíåå è ïîëó÷èòü
ãèïåðïëîñêîñòü, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâàìè

fp̂(x) = πp̂(x)− ||x||2

= −2pT · x+ ||p||2 − P 2.

Òàêæå ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïîëþñó ýòîé ïëîñêîñòè è ïîëó÷èòü

gp̂ = (p,−||p||2 + P 2).

Ïðè ýòîì îðòîãîíàëüíîñòü ìåæäó äâóìÿ ñôåðàìè ïåðåõîäèò â îòíîøåíèå èíöèäåíò-
íîñòè ìåæäó òî÷êàìè è ïëîñêîñòÿìè.

Ëåììà 3.3 (Ëåììà îá îðòîãîíàëüíîñòè). Ñôåðû p̂ è q̂ îðòîãîíàëüíû åñëè è òîëüêî

åñëè òî÷êà gp̂ ëåæèò íà ïëîñêîñòè fq̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ òîãî, ÷òî gp̂ ∈ fq̂ åñòü

−2qT · p+ ||q||2 −Q2 = −||p||2 + P 2,
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÷òî ýêâèâàëåíòíî
(p− q)T · (p− q)− P 2 −Q2 = 0,

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî πp̂,q̂ = 0.

Âçâåøåííûå òðåõìåðíûå òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñôåð. Â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíåíèÿ ìû ìîæåì äó-
ìàòü î íèõ êàê î ñôåðàõ â R3 èëè òî÷êàõ ñ âåñàìè â R3 × R. Âçâåøåííîå ðàññòî-
ÿíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âçâåøåííîé äèàãðàììû Âîðîíîãî è
âçâåøåííîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, êîòîðàÿ êàê îáû÷íî äâîéñòâåííà äèàãðàììå Âî-
ðîíîãî. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðèâîäèòü òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè ôîðìàëüíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ, êîòîðîå â îñíîâíîì ïîâòîðÿåò àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå äëÿ íåâçâåøåííûõ
òî÷åê, ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïîíÿòèå íà ïðèìåðå ðèñóíêà 3.5.

Ðèñ. 3.5: Âçâåøåííûå äèàãðàììû Âîðîíîãî è Äåëîíå

Äëÿ òî÷åê áåç âåñà òåòðàýäð ïðèíàäëåæèò òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå åñëè è òîëüêî åñëè
ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äàííûå ÷åòûðå òî÷êè, ïóñòà. Äëÿ òî÷åê ñ âåñîì, îïèñàííàÿ
ñôåðà çàìåíÿåòñÿ íà îðòîñôåðó, òî åñòü åäèíñòâåííóþ ñôåðó îðòîãîíàëüíóþ âñåì
÷åòûðåì ñôåðàì ñ öåíòðàìè â äàííûõ ÷åòûðåõ òî÷êàõ. Åå öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ âåð-
øèíà äèàãðàììû Âîðîíîãî, ïðèíàäëåæàùàÿ ÷åòûðåì îáëàñòÿì Âîðîíîãî, à åå âåñîì
ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî ÷åòûðåõ äàííûõ ñôåð. Ìû ïîäâå-
äåì èòîã, îáîáùèâ ëåììó îá îïèñàííîé îêðóæíîñòè èç Ðàçäåëà 1.1 äëÿ òðåõìåðíîãî
ñëó÷àÿ è âçâåøåííîãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 3.4 (Ëåììà îá îðòîñôåðå). Òåòðàýäð ïðèíàäëåæèò âçâåøåííîé òðèàíãóëÿ-

öèè Äåëîíå åñëè è òîëüêî åñëè îðòîñôåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷åòûðåõ ñôåð äàëüøå

÷åì îðòîãîíàëüíà îò âñåõ îñòàëüíûõ ñôåð èç ìíîæåñòâà.

Ñôåðà èç S ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íîé åñëè åå îáëàñòü Âîðîíîãî ïóñòà. Ïî îïðåäåëå-
íèþ öåíòð ñôåðû ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé âçâåøåííîé äèàãðàììû Äåëîíå åñëè è òîëüêî
åñëè îíà íåèçáûòî÷íà. Âñå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè íåèçáûòî÷íû, ñëåäîâàòåëüíî òðè-
àíãóëèðóåìîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé S, êàê è â íåâçâåøåííîì
ñëó÷àå.

Ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü

Íàïîìíèì ëåììó Äåëîíå èç ðàçäåëà 1.2, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â R2 ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå åñëè è òîëüêî åñëè
êàæäîå åå ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåáðîì Äåëîíå. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ â
òðåõìåðíîì (è äðóãèõ ðàçìåðíîñòÿõ) è âçâåøåííîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî ìû îïðåäåëèì
òðåõìåðíóþ òðèàíãóëÿöèþ ìíîæåñòâà S êàê ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, îñíîâ-
íûì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ convS, à ìíîæåñòâîì âåðøèí ïîäìíîæåñòâî
S. Òðåóãîëüíèê abc ∈ K íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì åñëè

(i). îí ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó òåòðàýäðó è ñëåäîâàòåëüíî îãðàíè÷èâàåò âûïóê-
ëóþ îáîëî÷êó S èëè
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(ii). îí ïðèíàäëåæèò äâóì òåòðàýäðàì abcd è abce è ê äàëüøå ÷åì îðòîãîíàëüíà îò
îðòîñôåðû abcd.

Åñëè âñå òðåóãîëüíèêè K ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûìè, òî ïîñëå ïîäíÿòèÿ ìû ïî-
ëó÷èì ãðàíèöó êîìïëåêñà èëè âûïóêëîãî ïîëèýäðà. Ýòî ñîîòíîñèòñÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû íà ðèñóíêå 3.4. Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî
äàííûé ïîëèýäð íà ñàìîì äåëå G, ìû òàêæå ïîòðåáóåì ÷òîáû íè îäíà èç ïîäíÿòûõ
òî÷åê íå ëåæàëà âåðòèêàëüíî íèæå ãðàíèöû.

Ëåììà 3.5 (Ëåììà î ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè). Åñëè VertK ñîäåðæèò âñå íåèçáû-

òî÷íûå âçâåøåííûå òî÷êè è âñå òðåóãîëüíèêè ëîêàëüíî âûïóêëûå, òî K ÿâëÿåòñÿ

âçâåøåííîé òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå ìíîæåñòâà S.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïîõîæå íà íà ëåììó Äåëîíå èç Ðàçäåëà 1.2 è ìû íå
áóäåì åãî ïîâòîðÿòü. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì îáîáùèòü ëåììó îá àöèêëè÷íîñòè íà
ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè òðè (è âûøå) è âçâåøåííûé ñëó÷àé. Äåòàëè äîñòàòî÷íî ïîíÿòíû
è ìû èõ îïóñòèì.

3.3 Ôëèïû

Öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå èäåè ðåáåðíîãî ôëèïà â ðàçìåðíîñòü 3 è
âûøå. Ìû íà÷íåì ñ äâóõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì âûïóêëîé ãåîìåòðèè. Òåîðåìà Õåëëè
ïîñâÿùåíà ñòðóêòóðå ïåðåñå÷åíèé âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Îíà ìîæåò áûòü äîêàçàíà
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Ðàäîíà, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà ðàçáèåíèÿì êîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ è íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ôëèïàìè â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëå ýòîãî ìû
îïðåäåëèì ôëèïû è îáñóäèì âîçíèêàþùèå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà â R3.

Òåîðåìà Ðàäîíà

Ýòîò ðåçóëüòàò î n ≥ d + 2 òî÷êàõ â Rd. Ñëó÷àé n = 4 òî÷åê â R2 ñîîòâåòñòâóåò
ðåáåðíûì ôëèïàì íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 3.6 (Òåîðåìà Ðàäîíà). Ó ëþáîãî ìíîæåñòâà S èç n ≥ d + 2 òî÷åê â Rd

åñòü òàêîå ðàçáèåíèå S = A tB, ÷òî convA ∩ convB 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî òî÷åê áîëüøå d+ 1, îíè ÿâëÿþòñÿ àôôèííî çàâè-
ñèìûìè. Òî åñòü ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû λi íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî, ÷òî∑
λipi = 0 è

∑
λi = 0. Ïóñòü I åñòü ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ, ÷òî lambdai > 0, à

J ñîäåðæèò âñå îñòàëüíûå èíäåêñû. Îòìåòèì, ÷òî c =
∑

i∈I λi = −
∑

j∈J λj > 0, à
òàêæå

x =
1

c
·
∑
i∈I

λipi = −1

c
·
∑
j∈J

λjpj.

Ïóñòü A ïîäìíîæåñòâî òî÷åê pi ãäå i ∈ I, à B � ìíîæåñòâî îñòàëüíûõ òî÷åê. Òî÷êà
x âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê èç A êàê è òî÷åê èç B, òî åñòü x ∈ convA∩convB.

Ó (d + 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà d + 2 âåðøèíû è ãðàíü äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà
âåðøèí. Åñëè ìû ñïðîåêòèðóåì ãðàíè÷íûé êîìïëåêñ ñèìïëåêñà íà Rd ìû ïîëó÷èì
ñèìïëåêñ äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà èç íå áîëåå ÷åì d+ 1 âåðøèíû. Ïî òåîðåìå Ðàäî-
íà, íå ìåíåå äâóõ èç ýòèõ ñèìïëåêñîâ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ýòî ïåðåñå÷åíèå
ïîëó÷àåòñÿ èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ äâóõ ñòîðîí ãðàíèöû ñèìïëåêñà äðóã íà äðóãà.
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Òåîðåìà Õåëëè

Äàííûé ðåçóëüòàò î n ≥ d+ 2 âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ â Rd. Äëÿ d = 1 òåîðåìà Õåëëè
óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ó ëþáîé ïàðû èç n ≥ 2 îòðåçêîâ åñòü íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå,
òî è âñå ñåìåéñòâî îòðåçêîâ ïåðåñåêàåòñÿ. Ýòî âåðíî, òàê êàê èç óñëîâèÿ ñëåäóåò,
÷òî ñàìûé ïðàâûé èç ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ ëåâåå èëè ñîâïàäàåò ñ ñàìûì ëåâûì èç
ïðàâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ. Îòðåçîê ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êîíöàìè ïðèíàäëåæèò âñåì
îòðåçêàì.

Òåîðåìà 3.7 (Òåîðåìà Õåëëè). Åñëè ëþáûå d+1 ìíîæåñòâî èç n ≥ d+2 çàìêíóòûõ
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â Rd ïåðåñåêàþòñÿ, òî è ó âñåãî ñåìåéñòâà åñòü íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì èíäóêòèâíî, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n−
1 âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ êàæäîãî Ci èç íàøåãî ñåìåéñòâà èç n ìíî-
æåñòâ, ïóñòü pi � òî÷êà â îáùåì ïåðåñå÷åíèè îñòàëüíûõ n − 1 ìíîæåñòâà. Ïóñòü S
� ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê pi. Ïî òåîðåìå Ðàäîíà íàéäåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå S = A tB
è òî÷êà x ∈ convA∩ convB. Ïî ïîñòðîåíèþ, convA ñîäåðæèòñÿ â òàêèõ ìíîæåñòâàõ
Cj, ÷òî pj ∈ B è, àíàëîãè÷íî, convB ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ìíîæåñòâàõ Ci, ãäå pi ∈ A.
Ñëåäîâàòåëüíî x ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ìíîæåñòâàõ íàøåãî ñåìåéñòâà.

Âîçìîæíûå ôëèïû ñèìïëåêñà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé d = 2. Ïðîåêöèåé 3-ñèìïëåêñà (òåòðàýäðà) íà R2 ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê èëè òðåóãîëüíèê. Â ïåðâîì ñëó÷àå äâå äèàãîíàëè ïåðåñåêà-
þòñÿ, à âî âòîðîì îäíà èç âåðøèí ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, ïîðîæäåííîãî òðåìÿ
äðóãèìè. Îáà ñëó÷àÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.6.

Ðèñ. 3.6: Âàðèàíòû ïðîåêöèè òåòðàýäðà

Íàïðàâëåíèå ïðîåêöèè îïðåäåëÿåò âåðõíþþ è íèæíþþ ñòîðîíû ãðàíèöû òåòðàýä-
ðà; äâå ñòîðîíû ãðàíèöû âñòðå÷àþòñÿ íà ñèëóýòå òåòðàýäðà. Ïóñòü α = convA è
β = convB � äâå ãðàíè, ïðîåêöèè êîòîðûõ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Îíè ëåæàò
íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ ãðàíèöû è ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ïðèíàäëåæèò âåðõíåé, à β
� íèæíåé ñòîðîíå. ×åòûðåõóãîëüíèê îïðåäåëÿåò ðåáåðíûé ôëèï, êîòîðûé çàìåíÿåò
ïðîåêöèþ íèæíåé ÷àñòè íà ïðîåêöèþ âåðõíåé ÷àñòè è íàîáîðîò. Ìû òàêæå áóäåì
íàçûâàòü òàêóþ îïåðàöèþ 2− 2 ôëèïîì, òàê êàê îíà çàìåíÿåò äâà ñòàðûõ òðåóãîëü-
íèêà íà äâà íîâûõ. Ñëó÷àé òðåóãîëüíèêà îïðåäåëÿåò íîâûé ñëó÷àé ôëèïà, êîòîðûé
ìû áóäåì íàçûâàòü 1 − 3 èëè 3 − 1 ôëèïîì â çàâèñèìîñòè îò òîãî äîáàâëÿåòñÿ ëè
íîâàÿ âåðøèíà èëè óäàëÿåòñÿ ñòàðàÿ.

Êàê ìîæíî îáîáùèòü äàííûå íàáëþäåíèÿ íà ñëó÷àé d = 3? Êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 3.7,

Ðèñ. 3.7: Âàðèàíòû ïðîåêöèè ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà
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ïðîåêöèåé 4-ñèìïëåêñà íà R3 ÿâëÿåòñÿ ëèáî áèïèðàìèäà, ëèáî òåòðàýäð. Â ñëó÷àå
áèïèðàìèäû α ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì, à β � òðåóãîëüíèêîì. Åñòü òðè òåòðàýäðà ñ ðåáðîì
α, è îíè îáðàçóþò âåðõíóþ ÷àñòü 4-ñèìïëåêñà. Îñòàâøèåñÿ äâà òåòðàýäðà ñîäåðæàò β
è îáðàçóþò íèæíþþ ÷àñòü. 3−2 ôëèï çàìåíÿåò ïðîåêöèþ âåðõíåé ÷àñòè íà ïðîåêöèþ
íèæíåé ÷àñòè, â òî âðåìÿ êàê 3−2 ôëèï äåëàåò îáðàòíîå. Â ñëó÷àå òåòðàýäðà α åñòü
îäíà âåðøèíà, à β � òåòðàýäð, ïîðîæäåííûé ÷åòûðåìÿ îñòàëüíûìè. 1 − 4 ôëèï

äîáàâëÿåò α, â òî æå âðåìÿ çàìåíÿÿ β íà ÷åòûðå òåòðàýäðà, 4− 1 ôëèï óäàëÿåò α.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôëèïîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, íàì
âñòðåòÿòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ìû õîòåëè áû ñäåëàòü ôëèï, íî íå ìîæåì. Ýòî ñëó÷àåòñÿ
òîëüêî ñ 2-3 ôëèïàìè. Ïóñòü ó òåòðàýäðîâ abcd è bcde åñòü îáùàÿ ãðàíü bcd. Åñëè
ðåáðî ae ïåðåñåêàåò bcd, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü ïàðó òåòðàýäðîâ abcd, bcde íà òðîé-
êó baec, caed, daeb, ÷òî ÿâëÿåòñÿ 2-3 ôëèïîì. Îäíàêî, åñëè ae íå ïåðåñåêàåò bcd, êàê
íàïðèìåð ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.8, ãäå ae ïðîõîäèò çà ðåáðîì bd, òî ìû íå ìîæåì
äîáàâèòü ae, òàê êàê îíî ìîæåò ïåðåñåêàòü äðóãèå òðåóãîëüíèêè â òåêóùåé òðèàíãó-
ëÿöèè.

Ðèñ. 3.8: Íåëüçÿ ñäåëàòü ôëèï

Â ýòîì ñëó÷àå îáúåäèíåíèå äâóõ òåòðàýäðîâ íåâûïóêëî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî bd ðåáðî íåâûïóêëîñòè. Åñòü äâà ñëó÷àÿ. Åñëè bd ïðèíàä-
ëåæèò òðåì òåòðàýäðàì, òî òðåòèé � abde, è ìû ìîæåì çàìåíèòü òðè òåòðàýäðà
abcd, bcde, ebda íà äâà � bace, aced. Ýòî 3-2 ôëèï. Îäíàêî, åñëè bd ïðèíàäëåæèò ÷å-
òûðåì èëè áîëåå òåòðàýäðàì, òî ìû íå ìîæåì óäàëèòü òðåóãîëüíèê bcd. Ýòî íåïðå-
îáðàçóåìûé ñëó÷àé.

Ïðè÷èíîé äëÿ èññëåäîâàíèé ôëèïîâ, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ çàèíòåðåñîâàííîñòü â
àëãîðèòìå, êîòîðûé ñòðîèò âçâåøåííóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ñ ïîìîùüþ ôëèïîâ.
Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåîáðàçóåìûõ ñëó÷àåâ íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòî íåâîç-
ìîæíî. Âîçìîæíî, ãäå-òî ìû âñå åùå ìîæåì äåëàòü ôëèïû òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ýòî èçáàâèò íàñ îò íåïðåîáðàçóåìûõ ñëó÷àåì, ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ èõ ëîêàëüíîé
îêðåñòíîñòè. Íî ýòî òðåáóåò äàëüíåéøåãî àíàëèçà.

3.4 Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå àëãîðèòì èç ðàçäåëà 1.3 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 3 è
âçâåøåííûé ñëó÷àé. Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ èíêðåìåíòàëüíûì, òî åñòü îí äîáàâëÿåò ïî
îäíîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôëèïîâ. Ìû îïèøåì äàííûé àëãîðèòì,
ïîêàæåì åãî êîððåêòíîñòü è îáñóäèì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ.

Àëãîðèòì

Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ âåñàìè â R3. Îáîçíà÷èì ýòè òî÷êè êàê
p̂1, p̂2, . . . , p̂n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî áîëüøîé
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òåòðàýäð wxyz. Â ÷àñòíîñòè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî wxyz ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ âñå
òî÷êè ìíîæåñòâà S. Ïóñòü Si = {w, x, y, z, p̂1, . . . , p̂i} ïðè 0 ≤ i ≤ n è Di � âçâåøåííàÿ
òðèàíãóëÿöèÿ ìíîæåñòâà Si. Àëãîðèòì ñòàðòóåò ñ D0 è ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿåò
òî÷êè. Äîáàâëåíèå òî÷êè p̂i ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôëèïîâ.

for i = 1 to n do

èùåì pqrs ∈ Di, ñîäåðæàùèé p̂i;
if p̂i íåèçáûòî÷íàÿ ñðåäè òî÷åê p̂, q̂, r̂, ŝ then

äîáàâëÿåì p̂i ñ ïîìîùüþ 1-4 ôëèïà
endif;
while ∃ ëîêàëüíî íåâûïóêëûé òðåóãîëüíèê bcd do

ôëèï bcd
endwhile;

endfor.

Â ïðîöåññå àëãîðèòìà ó íàñ âñåãäà åñòü òðèàíãóëÿöèÿ ìíîæåñòâà S, êîòîðóþ ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç K. Èíîãäà K ÿâÿëåòñÿ âçâåøåííîé òðèàíãóëÿöèåé ïîäìíîæåñòâà
òî÷åê, íî çà÷àñòóþ íåò. Ðàññìîòðèì ôëèï òðåóãîëüíèêà bcd èç K. Ïóñòü abcd è bcde
� äâà òåòðàýäðà, êîòîðûå åãî ñîäåðæàò. Åñëè èõ îáúåäèíåíèå âûïóêëî, òî ôëèï
òðåóãîëüíèêà bcd îçíà÷àåò 2-3 ôëèï, êîòîðûé çàìåíÿåò bcd íà ðåáðî ae âìåñòå ñ
òðåóãîëüíèêàìè aeb, aec, aed. Â äðóãîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîäêîìïëåêñ, ïî-
ðîæäåííûé âåðøèíàìè a, b, c, d, e. Îí ñîñòîèò èç âñåõ ñèìïëåêñîâ K, ïîðîæäåííûõ
ïîäìíîæåñòâà äàííîãî ìíîæåñòâà èç 5 âåðøèí. Åñëè áàçîâîé ïðîñòðàíñòâî èíäóöè-
ðîâàííîãî ïîäêîìïëåêñà íåâûïóêëî, òî ìû íå ìîæåì ñäåëàòü ôëèï ñ òðåóãîëüíèêîì
bcd. Â äðóãîì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ áèïèðàìèäîé èëè òåòðàýäðîì. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ôëèï îçíà÷àåò 3-2 ôëèï. Âî âòîðîì � 4-1 ôëèï, êîòîðûé óáèðàåò îäíó èç âåðøèí.
Ðàçëè÷íûå âèäû ôëèïîâ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 3.9.

Ðèñ. 3.9: Âèäû ôëèïîâ

Ñòåê èç òðåóãîëüíèêîâ

Ôëèïû ñîâåðøàþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ êîíòðîëèðóåòñÿ ñòåêîì. Â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè ñòåê ñîäåðæèò âñå òðåóãîëüíèêè èç ëèíêà òî÷êè pi, êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûìè. Îí òàêæå ìîæåò ñîäåðæàòü è äðóãèå òðåóãîëüíèêè
èç ëèíêà, íî êàæäûé òðåóãîëüíèê ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Èçíà÷àëüíî â
ñòåêå ÷åòûðå òðóåãîëüíèêà òåòðàýäðà pqrs. Ôëèïû ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
ñòåê íå îïóñòååò.

while ñòåê íåïóñò do

pop bcd èç ñòåêà;
if bcd ∈ K and bcd íå ëîêàëüíî âûïóêëûé

and bcd ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü then

ïðèìåíÿåì 2-3, 3-2 èëè 4-1 ôëèï;
äîáàâëÿåì íîâûå òðåóãîëüíèêè èç ëèíêà â ñòåê

endif;
endwhile.
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Ïî÷åìó ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òðåóãîëüíèêàìè èç ëèíêà pi? Âíå ëèíêà K
ñîâïàäàåò ñ Di−1, ñëåäîâàòåëüíî âñå òðåóãîëüíèêè ëîêàëüíî âûïóêëû. Òðåóãîëüíèê
âíóòðè ëèíêà ñîåäèíÿåò ðåáðî cd èç ëèíêà ñ pi. Ïóñòü xpicd è picdy äâà òåòðàýäðà
ñ îáùèì òðåóãîëüíèêîì picd. Åñëè èõ îáúåäèíåíèå âûïóêëî, òî ìû ìîæåì óäàëèòü
òðåóãîëüíèê picd ñ ïîìîùüþ 2-3 ôëèïà. Ïîñëå ýòîãî ó íàñ ïîëó÷èòñÿ òåòðàýäð xcdy
íå èíöèäåíòíûé pi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Di � âçâåøåííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äå-
ëîíå. Åñëè îáúåäèíåíèå íåâûïóêëî, òî è òðåóãîëüíèêè xcd è cdy èç ëèíêà òàêæå íå
ëîêàëüíî âûïóêëû.

Êîððåêòíîñòü

Ïóñòü K íåêîòîðàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, âîçíèêøàÿ â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå äî-
áàâëåíèÿ p̂i, íî äî òîãî êàê ìû ïîëó÷èëè âçâåøåííóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ìíîæå-
ñòâà Si. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â K åñòü êàê ìèíèìóì îäèí íå ëîêàëüíî âûïóêëûé
òðåóãîëüíèê èç ëèíêà pi, êîòîðûé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðîòèâî-
ðå÷èå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè îäèí èç íå ëîêàëüíî âûïóêëûõ òðåóãîëüíèêîâ íåëüçÿ
ïðåîáðàçîâàòü. Ïóñòü L ìíîæåñòâî òåòðàýäðîâ â K \ St pi, êîòîðûå ñîäåðæàò õîòÿ
áû îäèí òðåóãîëüíèê â ëèíêå. Ýòè òåòðàýäðû îáðàçóþò êîëþ÷óþ ñôåðó âîêðóã pi,
ïîõîæóþ íà êîëþ÷óþ îêðóæíîñòü íà ðèñóíêå 3.10

Ðèñ. 3.10: Êîëþ÷àÿ îêðóæíîñòü

Ïóñòü L′ ⊆ L ñîäåðæèò âñå òåòðàýäðû, ó êîòîðûõ òðåóãîëüíèêè èç ëèíêà íå ëîêàëüíî
âûïóêëû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ L′ = ∅. Äëÿ êàæäîãî òåòðàýäðà èç L ðàññìîòðèì åãî
îðòîñôåðó ẑ è âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå πp̂i,ẑ. Ïóñòü abcd òîò òåòðàýäð, îðòîñôåðà êîòî-
ðîãî ìèíèìèçèðóåò ýòó ôóíêöèþ. Òåòðàýäð abcd ∈ L′, èëè ýêâèâàëåíòíî πp̂i,ẑ < 0, òàê
êàê èíà÷å òðåóãîëüíèê bcd èç ëèíêà áóäåò ëîêàëüíî âûïóêëûì, êàê è âñå îñòàëüíûå
òðåóãîëüíèêè èç ëèíêà.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî òðåóãîëüíèê bcd ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòî íå òàê. Ïóñòü bd íåâûïóêëîå ðåáðî îáúåäèíåíèÿ òåòðàýäðîâ abcd è bcdpi, è ïóñòü
abdx òåòðàýäð, òàêæå ñîäåðæàùèé òðåóãîëüíèê abd. Åñëè bd åäèíñòâåííîå íåâûïóê-
ëîå ðåáðî, òî x 6= pi, èíà÷å bcd ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü. Åñëè åñòü åùå îäíî íåâûïóêëîå
ðåáðî, ñêàæåì, bc, òî ïóñòü abcy � òåòðàýäð, ñîäåðæàùèé abc. Åñëè x = y = pi, òî
ìû îïÿòü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê bcd ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü. Èòîãî â ëþáîì
ñëó÷àå x 6= pi. Èëè ýêâèâàëåíòíî abd íå ñîäåðæèòñÿ â ëèíêå pi. Ðàññìîòðèì ëó÷,
íà÷èíàþùèéñÿ â pi è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âíóòðåííîñòü òðåóãîëüíèêà abd. Ïîñëå ïåðå-
ñå÷åíèÿ ëèíêà ýòîò ëó÷ ïðîéäåò ÷åðåç òåòðàýäð èç L äî òîãî êàê äîñòèãíåò abcd. Ýòî
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.10. Âíå ëèíêà ó íàñ åñòü íàñòîÿùàñÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå, à
èìåííî ÷àñòü Di−1. Äëÿ òåòðàýäðîâ èç Di−1 âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå äî p̂i îò èõ îð-
òîñôåð óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè äâèæåíèè ïî ëó÷ó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ïðè
âûáîðå abcd. Ýòî îêîí÷àòåëüíî äîêàçûâàåò, ÷òî ôëèïû áóäóò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà ìû íå ïîëó÷èì Di.

Êîëè÷åñòâî ôëèïîâ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü ñâåðõó êîëè÷åñòâî ôëèïîâ â íàèõóäøåì ñëó÷àå, ìû
ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü íàø àëãîðèòì êàê ïðèêëåèâàíèå 4-ñèìïëåêñîâ ê òðåõìåð-
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íîé ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùåé èç òåòðàýäðîâ â R4. Êàæäûé ôëèï ñîîòâåòñòâóåò 4-
ñèìïëåêñó. Îí óäàëÿåò èëè äîáàâëÿåò îäíî èëè ÷åòûðå ðåáðà. Åñëè ðåáðî â êàêîé-òî
ìîìåíò óäàëåíî, òî îíî íå ìîæåò áûòü äîáàâëåíî ñíîâà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ôëèïîâ íå ïðåâîñõîäèò 2

(
n
2

)
< n2. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè

àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò òðåõìåðíóþ òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ìíîæåñòâà èç n òî÷åê
çà âðåìÿ O(n2). Ðàçìåð êîíå÷íîé òðèàíãóëÿöèè íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû, óìíîæåí-
íîé íà n2.

Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà èç n òî÷åê â R3, òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå êîòîðûõ ñîäåðæàò
íå ìåíåå êîíñòàíòû íà n2 òåòðàýäðîâ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ
ïðÿìûå è ïîìåñòèì íà êàæäóþ èç íèõ ïî n

2
òî÷åê áåç âåñîâ êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

3.11.

Ðèñ. 3.11: Ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå è òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå

Ðàññìîòðèì ïî ïàðå ñìåæíûõ òî÷åê íà êàæäîé èç ïðÿìûõ. Ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ýòè ÷åòûðå òî÷êè, ïóñòà, à çíà÷èò ýòè ÷åòûðå òî÷êè ïîðîæäàþò òåòðàýäð Äåëîíå.
Ãðóáàÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî òàêèõ òåòðàýäðîâ äàåò n2

4
. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ìíîæåñòâ

òî÷åê, êîòîðûå îáû÷íî âîçíèêàþò â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ
Äåëîíå îáû÷íî ìåíüøå ÷åì íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, óìíîæåííàÿ íà n. Ïðèìåðàìè òà-
êèõ ìíîæåñòâ ìîãóò ïîñëóæèòü ïëîòíûå óïàêîâêè ñôåð, îáû÷íûå ïðè ìîëåêóëÿðíîì
ìîäåëèðîâàíèè, è õîðîøî ðàñïðåäåëåííûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ãå-
íåðàöèè òðåõìåðíûõ ñåòîê.

Îæèäàåìîå âðåìÿ ðàáîòû

Êàæåòñÿ íåïëîõîé èäåÿ ïîñ÷èòàòü âíà÷àëå âðåìÿ ðàáîòû äëÿ ñëó÷àéíîé ïåðåñòàíîâ-
êè òî÷åê, òî åñòü êîãäà ïîñòðîåíèå ïðîõîäèò â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Îäíàêî, â ñèëó
òîãî, ÷òî ðàçìåð òðèàíãóëÿöèè ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ ìåæäó ëèíåéíûì è êâàäðàòè÷-
íûì êîëè÷åñòâîì ñèìïëåêñîâ, àíàëèç áóäåò áîëåå ñëîæíûì ÷åì â ñëó÷àå äâóìåðíîé
òðèàíãóëÿöèè. Ìû äàæå íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îæèäàåìîå âðåìÿ ðàáîòû íå ïðå-
âîñõîäèò log2 n íà ðàçìåð èòîãîâîé òðèàíãóëÿöèè. Íà ñàìîì äåëå, ýòî íåâåðíî òàê êàê
ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà òî÷åê ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, êîòîðûå
äîñòèãàþò ïðîìåæóòî÷íîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàçìåðà ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ.
Òåì íå ìåíåå, ïîõîæåå óòâåðæäåíèå âåðíî åñëè ìû îãðàíè÷èì íàøå ìíîæåñòâî òî÷åê,
âçÿòûì èç ôèêñèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îæèäàåìûé ðàçìåð
òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà èç k òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò O(f(k)). Åñ-
ëè f(k) = Ω(k1+ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, òî îæèäàåìîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà åñòü
O(f(n)); â äðóãîì ñëó÷àå O(n log n). Àðãóìåíòû àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì â ðàçäåëå
1.3 è ìû èõ îïóñòèì.

Çàäà÷è

1. Âïèñàííûå ìíîãîãðàííèêè (òðè áàëëà). Òðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê íàçû-
âàåòñÿ âïèñàííûì â äâóìåðíóþ ñôåðó åñëè âñå åãî âåðøèíû ëåæàò íà ñôåðå.
Äîêàæèòå, ÷òî êóá ñ îäíîé îòðåçàííîé âåðøèíîé íå ìîæåò áûòü âïèñàííûì.
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Ìû ðàçðåøàåì ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êóáà, íî ðåáðà è ãðàíè äîëæíû
áûòü ïðÿìîëèíåéíûìè, à êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà òàêîé æå êàê íà ðèñóíêå
3.12.

Ðèñ. 3.12: Êóá ñ îòðåçàííîé âåðøèíîé è åãî ðàçâåðòêà.

2. Õåëëè äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (äâà áàëëà). Îïðåäåëèì ïðÿìîóãîëüíèê íà
ïëîñêîñòè R2 êàê ìíîæåñòâî òî÷åê (x1, x2), ãäå `i ≤ xi ≤ ri, äëÿ íåêîòîðûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë `i, ri ïðè i = 1, 2. Ïóñòü R êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ.

(i) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáûå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà èç R ïåðåñåêàþòñÿ, òî⋂
R 6= ∅.

(ii) Îáîáùèòå ïîíÿòèå ïðÿìîóãîëüíèêà è ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå íà ñëó÷àé
ðàçìåðíîñòåé 3 è âûøå.

3. Òåîðåìà Þíãà (äâà áàëëà). Òåîðåìà Þíãà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè èç êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè ëþáûå òðè ñîäåðæàòñÿ â åäèíè÷íîì êðóãå, òî è
âñå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â åäèíè÷íîì êðóãå.

(i) Èñïîëüçóéòå äâóìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû Õåëëè äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü
òåîðåìó Þíãà.

(ii) Êàêèì áóäåò îáîáùåíèå òåîðåìû Þíãà â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè d ≥ 3?

4. Âûðîæäåííûå êîìïëåêñû Äåëîíå (äâà áàëëà). Ãðàíå-öåíòðèðîâàííàÿ êó-

áè÷åñêàÿ ðåøåòêà (face-centered cubic lattice, FCC) ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê (i, j, k)
ñ ÷åòíîé ñóììîé i+ j + k.

(i) Êîìïëåêñ Äåëîíå ðåøåòêè FCC ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òàê êàê â íåé
åñòü ïóñòàÿ ñôåðà, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç øåñòü òî÷åê ðåøåòêè. ×òî ýòî
çà øåñòü òî÷åê?

(ii) Êîìïëåêñ Äåëîíå ðåøåòêè FCC ñîäåðæèò âñåãî äâà òèïà òðåõìåðíûõ êëå-
òîê. ×òî ýòî çà òèïû?

5. Íå-Äåëîíå êîìïëåêñû (îäèí áàëë). Ïðèâåäèòå ïðèìåð òðåõìåðíîãî ñèìïëè-
öèàëüíîãî êîìïëåêñà K ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí S ⊆ R3, âñå ðåáðà êîòîðîãî ïðè-
íàäëåæàò òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå D ìíîæåñòâà S; îñíîâíûì ïðîñòðàíñòâîì êîì-
ïëåêñà K ÿâëÿåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà S, òî òåì íå ìåíåå K 6= D.

6. Èíäóöèðîâàííûé ïîäêîìïëåêñ (òðè áàëëà). Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
òî÷åê â R3 è D � òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìíîæåñòâà S. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæå-
ñòâà T ⊆ S ïîäêîìïëåêñ K ⊆ D, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñèìïëåêñîâ D, âñå âåðøèíû
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò T , íàçûâàåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì èíäóöèðîâàííûì T .

45



(i) Äîêàæèòå, ÷òî K òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîìïëåêñîì òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå
ìíîæåñòâà T .

(ii) Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò, äîêàæèòå, ÷òî åñëè åñòü òðèàíãóëÿöèÿ Äå-
ëîíå, â êîòîðîé îòðåçîê ïåðåñåêàåò îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ, òî íàéäåòñÿ
àíàëîãè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå ìíîæåñòâà èç ïÿòè âåðøèí.

7. Êðèâàÿ ìîìåíòîâ (òðè áàëëà). Êðèâîé ìîìåíòîâ â R3 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
òî÷åê âèäà (t, t2, t3) ïðè t ∈ R. Ïóñòü p1, . . . , pn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
âäîëü êðèâîé ìîìåíòîâ.

(i) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 1 < i < j < n ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè pi−1, pi, pj, pj+1

ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé, òî åñòü âíóòðè íåå íåò äðóãèõ òî÷åê p`.

(ii) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ, òðåóãîëüíèêîâ è ðåáåð â òðèàíãóëÿöèè
Äåëîíå ìíîæåñòâà p1, . . . , pn.

8. Ëîêàëüíàÿ âûïóêëîñòü (äâà áàëëà). Ïóñòü ab � ðåáðî òðèàíãóëÿöèè K ìíî-
æåñòâà S ⊆ R3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ab ïðèíàäëåæèò íå ëîêàëüíî âûïóêëîìó
òðåóãîëüíèêó, òî îíî ïðèíàäëåæèò êàê ìèíèìóì òðåì òàêèì òðåóãîëüíèêàì.
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Ãëàâà 4

Òåòðàýäðè÷åñêèå ñåòêè

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñåòîê èç òåòðàýäðîâ â R3. Òàêèå ñåò-
êè ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûìè êîìïëåêñàìè êàê è òðèàíãóëÿöèè, êîòîðûå ìû èçó÷àëè
â ãëàâå 3. Íîâûìè âîïðîñàìè, êîòîðûå ìû áóäåì çàòðàãèâàòü, ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèå è âíèìàíèå ê ôîðìå òåòðàýäðîâ. Îñíîâíîé öåëüþ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîå
ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñàìè òåòðàýäðû è èõ âçàèìíîå ðàñïîëî-
æåíèå íå òàê âàæíû êàê òî, íàñêîëüêî õîðîøî îíè ïðåäñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâî. Ê
ñîæàëåíèþ íåò óíèâåðñàëüíîãî êðèòåðèÿ äëÿ õîðîøåãî èëè ïëîõîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâà áàçîâîãî îðèåíòèðà, ìû áóäåì èçáåãàòü î÷åíü ìàëåíüêèõ
è î÷åíü áîëüøèõ óãëîâ, òàê êàê îáû÷íî îíè íåãàòèâíî âëèÿþò íà ÷èñëåííûå ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà ñåòêàõ. Â ðàçäåëå 4.1 èçó÷àþòñÿ çàäà÷è âîçìîæíîé òðèàíãóëÿöèè
íåâûïóêëîãî ïîëèýäðà. Â ðàçäåëå 4.2 èçìåðÿþòñÿ ôîðìû òåòðàýäðîâ è ââîäèòñÿ ïî-
íÿòèå îòíîøåíèÿ äëÿ òðåõìåðíûõ òðèàíãóëÿöèé Äåëîíå. Â ðàçäåëå 4.3 àëãîðèòì
óëó÷øåíèÿ Äåëîíå îáîáùàåòñÿ ñ äâóìåðíîãî íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Â ðàçäåëå 4.4
èçó÷àþòñÿ îòäåëüíûé íåóäîáíûé òèï òåòðàýäðîâ è ïóòè óäàëèòü èõ èç ñåòîê Äåëîíå.

4.1 Ñåòêè äëÿ ïîëèýäðîâ

Â äàííîé êíèãå, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñåòêè äëÿ îáúåìíîé îáëàñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàç-
áèåíèè ïîëèýäðà íà òåòðàýäðû, êîòîðûå îáðàçóþò ïîëèýäðàëüíûé êîìïëåêñ. Â äàí-
íîì ðàçäåëå äàåòñÿ ïîíÿòèå î ïîëèýäðàõ è èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î òîì, ñêîëüêî íóæíî
òåòðàýäðîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè.

Ïîëèýäðû è ãðàíè

Ïîëèýäðîì íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ, òî åñòü P =
⋃
i∈I
⋂
Hi, ãäå

I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è êàæäîå Hi åñòü êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïîëóïðî-
ñòðàíñòâ. Íàïðèìåð, ïîëèýäðà íà ðèñóíêå 4.1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê îáúåäè-
íåíèå ÷åòûðåõ âûïóêëûõ ïîëèýäðîâ. Êàê ìîæíî âèäåòü, åãî ãðàíè íå îáÿçàòåëüíî

Ðèñ. 4.1: Ïðèìåð ïîëèýäðà.

îäíîñâÿçíû. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ãðàíÿì áûòü
äàæå íå ñâÿçíûìè.
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Ïóñòü b� åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò R3. Äëÿ òî÷êè x ðàññìîò-
ðèì äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü Nε(x) = (x+ε ·b)∩P . Ãðàíè÷íîé ôèãóðîé òî÷êè x
ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åííàÿ êîïèÿ åå îêðåñòíîñòè âíóòðè â ïîëèýäðà x+

⋃
λ>0 λ·(Nε(x)−x).

Ãðàíü P ýòî çàìûêàíèå ìàêñèìàëüíîãî ñåìåéñòâà òî÷åê ñ îäèíàêîâûìè ãðàíè÷íûìè
ôèãóðàìè. ×òîáû îòëè÷àòü ãðàíè P îò ðåáåð è òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå,
êîòîðóþ ìû áóäåì ñòðîèòü, ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå ãðàíè P
îòðåçêàìè è ãèïåðãðàíÿìè. Îòìåòèì, ÷òî ó ïîëèýäðà íà ðèñóíêå 4.1 24 âåðøèíû, 30
îòðåçêîâ, 11 ãèïåðãðàíåé è äâå òðåõìåðíûõ ãðàíè, à èìåííî âíóòðåííÿÿ ñ ãðàíè÷åíîé
ôèãóðîé R3 è âíåøíÿÿ ñ ïóñòîé ãðàíè÷íîé ôèãóðîé. Øåñòü îòðåçêîâ è òðè ãèïåðãðà-
íè íå ñâÿçíû. Êðîìå òîãî, äâå ãðàíè, ïåðåäíÿÿ è çàäíÿÿ, ñâÿçíû, íî íå îäíîñâÿçíû.

Ðàçáèåíèÿ íà òåòðàýäðû

Ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðû ïîëèýäðà P ýòî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, îñíîâíûì
ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ P , òî åñòü |K| = P . Â ñèëó òîãî, ÷òî ñèìïëèöè-
àëüíûå êîìïëåêñû êîíå÷íû ïî îïðåäåëåíèþ, òî íà òåòðàýäðû ìîæíî ðàçáèòü òîëüêî
êîíå÷íûå ïîëèýäðû. Ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðû ïîëèýäðà P òðèàíãóëèðóåò êàæäóþ ãè-
ïåðãðàíü è êàæäûé îòðåçîê ñâîèì ïîäêîìïëåêñîì. Êàæäàÿ âåðøèíà P îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé K.

Â ñêîðîì âðåìåíè ìû óâèäèì, ÷òî ó ëþáîé îãðàíè÷åííûé ïîëèýäð ìîæíî ðàçáèòü
íà òåòðàýäðû. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëèýäðû, ëþáîå ðàçáèåíèå íà
òåòðàýäðû êîòîðûõ, ñîäåðæèò áîëüøå âåðøèí ÷åì ñàì ïîëèýäð. Ìèíèìàëüíûì ïðè-
ìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäð Øåíõàðäòà, ïðèâåäåííûé íà ðèñóíêå 4.2. Åãî ìîæíî ïî-

Ðèñ. 4.2: Ïîëèýäð Øåíõàðäòà.

ëó÷èòü èç òðåóãîëüíîé ïðèçìû ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîãî âðàùåíèÿ îäíîãî îñíîâàíèÿ
îòíîñèòåëüíî äðóãîãî. Øåñòü âåðøèí äàííîãî ïîëèýäðà ïîðîæàþò

(
6
4

)
= 15 òåòðàýä-

ðîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà, ïðåäñòàâëåííûå, íàïðèìåð, òåòðàýäðàìè
abcA, abAB, bcCA. Ó âñåõ ýòèõ òðåõ òåòðàýäðîâ åñòü îáùåå ðåáðî bA. Íî ýòîò îòðåçîê
íàõîäèòñÿ âíå ïîëèýäðà Øåíõàðäòà, à çíà÷èò íè îäèí èç 15 òåòðàýäðîâ íå ñîäåð-
æèòñÿ âíóòðè ýòîãî ïîëèýäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèýäð Øåíõàðäòà íå ìîæåò áûòü
ðàçáèò íà òåòðàýäðû áåç äîáàâëåíèÿ íîâûõ âåðøèí. Îäíàêî ñ äîáàâëåíèåì íîâûõ
âåðøèí ýòî íåñëîæíî ñäåëàòü. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá ýòî äîáàâèòü òî÷êó z â öåíòðå
è ðàññìîòðåòü êîíóñû ñ âåðøèíîé â z ê 6 âåðøèíàì, 12 ðåáðàì è 8 òðåóãîëüíèêàì
íà ãðàíèöå ïîëèýäðà.

Ïîñòðîåíèå ïåðåãîðîäîê

Ìû äàäèì êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ëþáîé ïîëèýäð ðàçáèâàåòñÿ íà
òåòðàýäðû. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî P â êàæäîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ òðåõìåð-
íûì, òî åñòü P ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ñâîåé âíóòðåííîñòè. Áóäåò óäîáíî òàê ðàñ-
ïîëîæèòü P , ÷òî íè îäíà åãî ãèïåðãðàíü íå ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè è íè
îäèí îòðåçîê íå ñîäåðæèòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Íàçîâåì äâå òî÷êè x è y èç P
âåðòèêàëüíî âèäèìûìè åñëè x è y ëåæàò íà îáùåé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è îòðåçîê
xy ñîäåðæèòñÿ â P . Ïåðåãîðîäêà îòðåçêà ñîñòîèò èç èç âñåõ òî÷åê x ∈ P âåðòèêàëüíî
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âèäèìûõ èç êàêîé-íèáóäü òî÷êè y îòðåçêà. Ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðû ñòðîèòñÿ â òðè
øàãà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 4.3.

Ðèñ. 4.3: Ðàçáèåíèå íà ïåðåãîðîäêè.

Øàã 1. Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà ïîñòðîèì ïåðåãîðîäêó. Ïîñòðîåííûå ïåðåãîðîäêè ðàç-
áèâàþò P íà âåðòèêàëüíûå öèëèíäðû, êàæäûé èç êîòîðûõ îãðàíè÷åí ãèïåð-
ãðàíüþ ñâåðõó è ñíèçó è îêðóæåí ÷àñòÿìè ïåðåãîðîäîê, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
ñòåíàìè.

Øàã 2. Òðèàíãóëèðóåì íèæíåå îñíîâàíèå êàæäîãî öèëèíäðà è ñòðîèì íîâûå ïåðå-
ãîðîäêè äëÿ íîâûõ îòðåçêîâ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àÿ ðàçáèåíèå íà òðåóãîëüíûå
öèëèíäðû.

Øàã 3. Ðàçáèâàåì êàæäóþ ñòåíó íà òðåóãîëüíèêè è â çàâåðøåíèè ðàçáèâàåì íà òåò-
ðàýäðû êàæäûé öèëèíäð, ïîñòðîèâ êîíóñû èç ôèêñèðîâàííîé âíóòðåííåé òî÷êè
ê ãðàíèöå.

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà

Ìû ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðû, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ âîç-
âåäåíèÿ ïåðåãîðîäîê, è äîêàæåì, ÷òî èòîãîâîå êîëè÷åñòâî òåòðàýäðîâ íå ïðåâîñõîäèò
êîíñòàíòû, óìíîæåííîé íà êâàäðàò êîëè÷åñòâà îòðåçêîâ.

Ëåììà 4.1 (Ëåììà î âåðõíåé ãðàíèöå). Ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðû ïîëèýäðà ñ m îò-

ðåçêàìè, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ òðåõ øàãîâ, ñîäåðæèò íå áîëåå 28m2

òåòðàýäðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåãîðîäêè, ïîñòðîåííûå âî âðåìÿ øàãà 1, ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî
âåðòèêàëüíûì ðåáðàì. Êàæäîå ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ âåðòèêàëü-
íûõ ïðîåêöèé íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ. Îáùåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò

(
m
2

)
.

Êàæäûé îòðåçîê ïîðîæäàåò ïåðåãîðîäêó è êàæäîå ïåðåñå÷åíèå, â êîòîðîì ýòîò îò-
ðåçîê ó÷àñòâóåò, ìîæåò ðàçðåçàòü îäíó èç ñòåí ïåðåãîðîäêè íà äâå. Òàêèì îáðàçîì,
îáùåå êîëè÷åñòâî ñòåíîê íå ïðåâîñõîäèò m + 2

(
m
2

)
= m2. Öèëèíäð, îãðàíè÷åííûé k

ñòåíêàìè, ðàçáèâàåòñÿ íà k−2 òðåóãîëüíûõ öèëèíäðà ñ ïîìîùüþ k−3 íîâûõ ñòåíîê.
Ñëåäîâàòåëüíî, øàã 2 óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî ñòåíîê äî íå áîëåå ÷åì 3m2. Îáùåå
êîëè÷åñòâî öèëèíäðîâ ïîñëå ýòîãî øàãà íå ïðåâîñõîäèò 2m2. Êàæäàÿ ñòåíêà ÿâëÿåò-
ñÿ òðåóãîëüíîé èëè ÷åòûðåõóãîëüíîé è ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè îòðåçêîì,
êîòîðûé åå îïðåäåëÿåò. Ñëåäîâàòåëüíî øàã 3 òðèàíãóëèðóåò êàæäóþ ñòåíó íå áîëåå
÷åì íà 4 òðåóãîëüíèêà è ðàçáèâàåò êàæäûé öèëèíäð íå áîëåå ÷åì íà 14 òåòðàýäðîâ.
Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ñîäåðæèò íå áîëåå 28m2 òåòðàýäðîâ.

Ñåäëîâèäíàÿ ïîâåðõíîñòü

Â êà÷åñòâå ïîäãîòîâêè ïåðåä ïîëó÷åíèåì íèæíåé îöåíêè, ìû èçó÷èì ãèïåðáîëè÷å-

ñêèé ïàðàáîëîèä, çàäàâàåìûé óðàâíåíèåì x3 = x1 · x2. Íà ðèñóíêå 4.4 ïîêàçàí ïà-
ðàáîëîèä ñ ïîìîùüþ åãî ïåðåñå÷åíèé ñ âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ±x1 ± x2 = 1.
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Ðèñ. 4.4: Ïàðàáîëîèä.

Ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ â ïëîñêîñòè Ox1x2 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ax1 + bx2 + c = 0.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëîèäà ñ âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó ïðÿìóþ, ìû ìîæåì âûðàçèòü x1 ÷åðåç x2 èëè íàîáîðîò.

x3 = − b
a
x22 −

c

a
x2,

x3 = −a
b
x21 −

c

b
x1.

Åñëè a · b 6= 0, òî ìû ïîëó÷èì ïàðàáîëó. Ïðè a = 0 ìû ïîëó÷èì ïðÿìóþ äëÿ êàæäîãî
çíà÷åíèÿ c

b
, â êà÷åñòâå îáðàçöîâ ïîìîòðèì íà ïðÿìûå ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè. Àíàëî-

ãè÷íî ïðè b = 0 ìû ïîëó÷èì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ, èç êîòîðîãî â
êà÷åñòâå îáðàçöîâ âîçüìåì ïðÿìûå ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè c

a
. Íà ðèñóíêå 4.5 ïîêàçàíà

ìàëàÿ ÷åñòü äàííûõ ñåìåéñòâ. Åñëè ëâå òî÷êè x è y ëåæàò íà ïàðàáîëîèäå, òî îòðåçîê

Ðèñ. 4.5: Ñå÷åíèÿ ïàðàáîëîèäà.

ìåæäó íèìè òàêæå ëåæèò íà ïàðàáîëèäå åñëè è òîëüêî åñëè âåðòèêàëüíûå ïðîåêöèè
x è Y íà ïëîñêîñòü Ox1x2 ëåæàò íà îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé.
Åñëè ó ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ïðîåêöèè, ïîëîæèòåëüíûé íàêëîí, òî îòðåçîê ëåæèò
âûøå ïàðàáîëèäà, åñëè îòðèöàòåëüíûé � íèæå.

Ïîñòðîåíèå íèæíåé ãðàíèöû

Ìû ïîñòðîèì ïîëèýäð Q èç êóáà, ñäåëàâ â íåì êëèíîîáðàçíûå âûðåçû, ðóêîâîäñòâó-
ÿñü íàïðàâëÿþùèìè ïàðàáîëîèäà. Ïîñòðîåíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4.6. Åñëè ó íàñ

Ðèñ. 4.6: Êóá ñ âûðåçàìè.

åñòü ïî n âûðåçîâ ñâåðõó è ñíèçó, òî ó íàøåãî ïîëèýäðà áóäåò 14n+ 8 îòðåçêîâ.

Ëåììà 4.2 (Ëåììà î íèæíåé ãðàíèöå). Ëþáîå ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðû ïîëèýäðà Q
ñîñòîèò êàê ìèíèìóì èç (n+ 1)2 òåòðàýäðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êëåò÷àòóþ äîñêó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ íà ñåäëîâèäíîé
ïîâåðõíîñòè ïîñëå ïåðåñå÷åíèé 2n+4 ëèíèÿìè (2n èç êîíöîâ ðàçðåçîâ è 4 � ñòîðîíû
êóáû). Ðàññìîòðèì ïî òî÷êå â êàæäîì èç êâàäðàòîâ êëåò÷àòîé äîñêè, ïîëó÷àþùè-
åñÿ íåáîëüøèì ïîâîðîòîì êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ ðèñóíêà 4.5. Ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå
ëþáûå äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ïåðåñåêàåò êàê ìèíèìóì îäèí âûðåç, òàê êàê êðàÿ
âûðåçîâ ïðîõîäÿò äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ñåäëîâèäíîé ïîâåðõíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî â ëþáîì ðàçáèåíèè Q íà òåòðàýäðû äàííûå (n+ 1)2 òî÷åê áóäóò â ðàçíûõ òåòðà-
ýäðàõ.
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4.2 Ôîðìà òåòðàýäðà

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìû òåòðàýäðîâ. Çäåñü ìû áóäåì
íàçûâàòü òåòðàýäð õîðîøèì, åñëè îòíîøåíèå åãî ðàäèóñà îïèñàííîé ñôåðû ê íàè-
ìåíüøåìó ðåáðó íåáîëüøîå. Ñêîðî ìû óâèäèì, ÷òî â ñåòêàõ ñ ìàëûì îòíîøåíèåì
âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà, íàïðèìåð, îãðàíè÷åí ðàçìåð çâåç-
äû âåðøèíû.

Êëàññèôèöèðóÿ òåòðàýäðû

Êëàññèôèêàöèÿ òåòðàýäðîâ ïî èõ ôîðìå äîñòàòî÷íî íå÷åòêîå ìåðîïðèÿòèå. Ìû íîð-
ìàëèçóåì âñå, ïðèâåäÿ òåòðàýäðû ê åäèíè÷íîìó äèàìåòðó. Ó íîðìàëèçîâàííîãî òåò-
ðàýäðà íåáîëüøîé îáúåì, òàê êàê ëèáî âñå åãî âåðøèíû íàõîäÿòñÿ áëèçêî ê êàêîé-
ëèáî ïðÿìîé, ëèáî áëèçêî ê êàêîé ëèáî ïëîñêîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå òåòðàýäð íàçû-
âàåòñÿ âûòÿíóòûì è ìû âûäåëèì 5 ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê âåðøèíû
òåòðàýäðà îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðÿìîé. Ñ òî÷íîñòüþ äî
ñèììåòðèè ýòî ñëó÷àè 1-1-1-1, 1-1-2, 1-2-1, 1-3, 2-2, êîòîðûå ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 4.7
ñëåâà íàïðàâî. Ó ïëîñêîãî òåòðàýäðà òàêæå ìàëåíüêèé îáúåì, îäíàêî îí íå ÿâëÿ-

Ðèñ. 4.7: Âûòÿíóòûå òåòðàýäðû.

åòñÿ âûòÿíóòûì. Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå òèïà òàêèõ òåòðàýäðîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî
åñòü ëè äâå áëèçêèå âåðøèíû, òðè âåðøèíû áëèçêèå ê îäíîé ïðÿìîé, îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ íà áëèçêóþ ïëîñêîñòü åñòü òðåóãîëüíèê èëè ÷åòûðåõóãîëüíèê. Âñå ÷åòûðå
òèïà ïîêàçàíû ñëåâà íàïðàâî íà ðèñóíêå 4.8.

Ðèñ. 4.8: Ïëîñêèå òåòðàýäðû, ñàìûé ïðàâûé � â âèäå âîçäóøíîãî çìåÿ.

Îòíîøåíèå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ê íàèìåíüøåìó ðåá-

ðó

Ó òåòðàýäðà abcd åñòü åäèíñòâåííàÿ îïèñàííàÿ ñôåðà. Ïóñòü R = R(abcd) � ðàäè-
óñ ýòîé ñôåðû, à L = L(abcd) � äëèíà íàèìåíüøåãî ðåáðà òåòðàýäðà. Ìû áóäåì
èçìåðÿòü êà÷åñòâî òåòðàýäðà ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ

ρ = ρ(abcd) =
R

L
.

Òàêæå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ρ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ, êàê îòíîøåíèå ðàäèóñà îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè ê íàèìåíüøåé ñòîðîíå. Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå äëÿ òåòðàýäðà íå
ìåíüøå ÷åì îòíîøåíèå äëÿ êàæäîãî èç åãî ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ.

Òðåóãîëüíèê abc ìèíèìèçèðóåò îòíîøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå êîãäà îí
ðàâíîñòîðîííèé; â ýòîì ñëó÷àå öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàðè-
öåíòðîì,

y =
1

3
(a+ b+ c) =

2

3
x+

1

3
c,
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ãäå x = 1
2
(a+ b). Èç íîðìàëèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî äëèíû âñåõ ðåáåð ðàâíû 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî îòíîøåíèå ðàâíî ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè, êîòîðûé ðàâåí

||c− y|| = 2

3
||c− x|| = 2

3

√
1− 1

4
=

√
3

3
= 0, 577 . . .

Òåòðàýäð abcd ìèíèìèçèðóåò îòíîøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì è â ýòîì ñëó÷àå, îïÿòü æå, öåíòð îïèñàííîé ñôåðû ÿâëÿåòñÿ
áàðèöåíòðîì

z =
1

4
(a+ b+ c+ d) =

3

4
y +

1

4
d.

Èç íîðìàëèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî âñå øåñòü ðåáåð èìåþò äëèíó 1, à îòíîøåíèå ðàâíî
ðàäèóñó îïèñàííîé ñôåðû, òî åñòü

||d− z|| = 3

4
||d− y|| = 3

4

√
1− 4

9
=

√
6

4
= 0, 612 . . .

Îáû âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 4.9.

Ðèñ. 4.9: Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà è òåòðàýäðà.

Ó âûòÿíóòîãî òðåóãîëüíèêà ìàëåíüêàÿ ïëîùàäü. Ó íåãî åñòü ëèáî êîðîòêàÿ ñòî-
ðîíà, ëèáî áîëüøîé ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ åãî îòíîøåíèå
âåëèêî. Íåêîòîðûå ãðàíè âûòÿíóòîãî òåòðàýäðà ÿâëÿþòñÿ âûòÿíóòûìè òðåóãîëüíè-
êàìè, à çíà÷èò è îòíîøåíèå äëÿ âûòÿíóòîãî òåòðàýäðà âåëèêî. Ó ïëîñêîãî òåòðàýäðà,
íå ÿâëÿþùåãîñÿ âîçäóøíûì çìååì, åñòü ëèáî êîðîòêàÿ ñòîðîíà, ëèáî áîëüøîé ðàäèóñ
îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à çíà÷èò åãî îòíîøåíèå áîëüøîå. Åäèíñòâåííûé íå ðàññìîò-
ðåííûé ñëó÷àé òåòðàýäðà ñ ìàëûì îáúåìîì � âîçäóøíûé çìåé, è äëÿ íåãî ρ ìîæåò
áûòü ðàâíî

√
2
2

= 0, 707 . . . èëè äàæå íåìíîãî ìåíüøå.

Ñâîéñòâî îòíîøåíèÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåòêà èç òåòðàýäðîâ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòíîøåíèÿ ρ0 åñëè
ρ ≤ ρ0 äëÿ âñåõ òåòðàýäðîâ èç ýòîé ñåòêè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé òðåóãîëüíèê
â ñåòêå ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êàêîãî-ëèáî òåòðàýäðà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ρ ≤ ρ0 äëÿ
êàæäîãî òðåóãîëüíèêà. Ìû äîêàæåì äâà ýëåìåíòàðíûõ ôàêòà î äëèíàõ ðåáåð â ñåòêå
K, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòíîøåíèÿ ρ0.

Ëåììà 4.3 (Óòâåðæäåíèå À). Åñëè abc òðåóãîëüíèê èç K, òî

1

2ρ0
||a− b|| ≤ ||a− c|| ≤ 2ρ0||a− b||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò óäâîåííîãî ðàäèóñà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ||a−b|| ≤ Y . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ||a−b|| ≥ Y/ρ0. Àíàëîãè÷íûå
íåðàâåíñòâà âåðíû è äëÿ ||a− c|| îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå.
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Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè K îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòíîøåíèÿ è êðîìå òîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå, òî ðåáðà ñ îáùåé âåðøèíîé è ìàëûì óãëîì íå ìîãóò
ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ ïî äëèíå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî âûïîëíÿëîñü íå íóæíî, ÷òîáû
ðåáðà ïðèíàäëåæàëè îäíîìó òðåóãîëüíèêó. Ïîëîæèì

η0 = arctg 2

(
ρ0 −

√
ρ20 −

1

4

)
.

η0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé êàê è ρ0.

Ëåììà 4.4 (Óòâåðæäåíèå B). Åñëè óãîë ìåæäó ab è ap ìåíüøå ÷åì η0, òî

||a− b||
2

< ||a− p|| < 2||a− b||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òåòðàýäðà, ñîäåðæàùåãî ab â
êà÷åñòâå ðåáðà, ïóñòü ŷ = (y, Y 2) � îêðóæíîñòü, ïî êîòîðîé ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç a, b è p, ïåðåñåêàåò ñôåðó. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðèñóíîê 4.10 äëÿ èëëþñòðà-
öèè äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü v � ñåðåäèíà îòðåçêà ab, à x òàêàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè,

Ðèñ. 4.10: Ëåììà B.

÷òî y, v, x ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ïðè÷åì èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. Ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ Y ≤ ρ0 · ||a− b||. Ðàññòîÿíèå ìåæäó x è v ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

||x− v|| = Y −
√
Y 2 − ||a− b||

2

4

≥

(
ρ0 −

√
ρ20 −

1

4

)
· ||a− b||,

òàê êàê ðàçíîñòü ìåæäó Y è
√
Y 2 − C óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè Y . Óãîë ìåæäó

ab è ax ðàâåí

∠bax = arctg

(
2
||x− v||
||a− b||

)
≥ arctg 2

(
ρ0 −

√
ρ20 −

1

4

)
= η0.

Òðåáóåìàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îêðóæíîñòü âûíóæäàåò ap áûòü íå
êîðî÷å ax, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äëèííåå ïîëîâèíû ab. Íåîáõîäèìàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà
íà äëèíó ap ñëåäóåò èç ñèììåòðè÷íûõ ðàññóæäåíèé ñ ïåðåìåíîé ðîëåé äëÿ òî÷åê b
è p.
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Îòíîøåíèå äëèí

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèÿ A è B, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå äëèí
ðåáåð ñ îáùåé âåðøèíîé a âK îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Êàê è ðàíüøå ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî K îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòíîøåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå.
Ïîëîæèì m0 = 2

1−cos(η0/4) è ν0 = 22m0−1 · ρm0−1
0 . Â ñèëó òîãî, ÷òî ρ0 è η0 êîíñòàíòû, òî

è m0 è ν0.

Ëåììà 4.5 (Ëåììà îá îòíîøåíèè äëèí). Åñëè ab è ap ðåáðà èç K, òî

||a− b||
ν0

≤ ||a− p|| ≤ ν0 · ||a− b||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ � ñôåðà íàïðàâëåíèé èç òî÷êè a. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëü-
íóþ óïàêîâêó ñôåðè÷åñêèõ øàïî÷åê, êàæäàÿ ñ óãëîì η0

4
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè y

öåíòð, à x ãðàíè÷íàÿ òî÷êè øàïî÷êè, òî 4∠xay = η0. Ïëîùàäü êàæäîé øàïî÷êè
ðàâíà 1−cos(η0/4)

2
íà ïëîùàäü Σ, à çíà÷èò âñåãî øàïî÷åê íå áîëüøå m0.

Óâåëè÷èâ øàïî÷êè äî ðàäèóñà η0
2
, âìåñòî ìàêñèìàëüíîé óïàêîâêè ìû ïîëó÷èì

ïîêðûòèå Σ. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ab èç çâåçäû a ïóñòü b′ ∈ Σ ýòî ðàäèàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
b íà ñôåðó. Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà abc ðàññìîòðèì äóãó, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíîé ïðîåêöèåé ðåáðà bc íà ñôåðó Σ. Òî÷êè è óãëû îáðàçóþò ïëîñêèé
ãðàô. Ïóñòü ab ñàìîå äëèííîå, à ap ñàìîå êîðîòêîå ðåáðî èç çâåçäû a. Ðàññìîòðèì
ïóòü â ãðàôå èç òî÷êè b′ â òî÷êó p′. Ýòîò ïóòü ïðîõîäèò èç øàïî÷êè â øàïî÷êó,
ìû çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàïî÷åê, èãíîðèðóÿ âîçìîæíûå îáõîäû, êîòîðûå
âîçâðàùàþò â óæå ïðîéäåííûå øàïî÷êè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò ìàêñèìóì èç
m0 øàïî÷åê. Îòñëåäèì äëèíó ðåáðà âî âðåìÿ óêàçàííîãî îáõîäà. Ïîêà ìû îñòàåìñÿ
âíóòðè øàïî÷êè óòâåðæäåíèå B äàåò íàì, ÷òî äëèíà óìåíüøàåòñÿ íå áîëüøå ÷åì
â äâà ðàçà. Åñëè æå ìû ïåðåõîäèì â ñëåäóþùóþ øàïî÷êó, òî ïî óòâåðæäåíèþ A
äëèíà óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì â 2ρ0 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî ||a − p|| > ||a − b||/ν0.
Îãðàíè÷åíèå ñâåðõó ïîëó÷àåòñÿ èç ñèììåòðè÷íûõ ñîîáðàæåíèé.

Ïîñòîÿííàÿ ñòåïåíü

Íåïîñðåäñòâåííàÿ îöåíêà îáúåìà âìåñòå ñ ëåììîé îá îòíîøåíèè äëèí äàåò íàì âîç-
ìîæíîñòü äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà èç K ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîìó êîëè÷å-
ñòâó ðåáåð. Ïóñòü δ0 = (2ν20 + 1)3 � íîâàÿ êîíñòàíòà.

Ëåììà 4.6 (Ëåììà î ñòåïåíè). Êàæäàÿ âåðøèíà K ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì δ0
ðåáðàì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ab ñàìîå äëèííîå, à ap ñàìîå êîðîòêîå ðåáðî â çâåçäå a. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì ||a − p|| = 1. Ïóñòü c êàêîé-òî ñîñåä a, à d � ñîñåä
c. Ìû çíàåì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ||a − c|| ≥ 1 è ïî ëåììå îá îòíîøåíèè äëèí
||d − c|| ≥ 1/ν0. Äëÿ êàæäîé òî÷êè c ñîñåäíåé ñ a ðàññìîòðèì Γc � îòêðûòûé øàð
ñ öåíòðîì â c è ðàäèóñîì 1

2ν0
. Äàííûå øàðû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþòñÿ è ïîìåùàþòñÿ

âíóòðè øàðà Γ ñ öåíòðîì â a è ðàäèóñîì ||a− b||+ 1
2ν0

. Îáúåì Γ ðàâåí

vol Γ =
4π

3

(
||a− b||+ 1

2ν0

)3

≤ 4π

3

(
1 + 2ν20

2ν0

)3

= (2ν20 + 1)3 · vol Γc.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, íå áîëåå δ0 = (2ν20 +1)3 ñîñåäíèõ øàðîâ ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ âíóòðè
Γ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîñåäåé a íå ïðåâîñõîäèò δ0.

Êîíñòàíòà δ0 èç ëåììû î ñòåïåíè óæàñíî âåëèêà. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé äëÿ ýòî ñëó-
æèò òî, ÷òî êîíñòàíòà ν0 èç ëåììû îá îòíîøåíèè äëèí òàêæå óæàñíî âåëèêà. Áûëî
áû íåïëîõî íàéòè áîëåå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû è ïîëó÷èòü êîíñòàíòó
áîëåå ðàçóìíîãî âèäà.

4.3 Óëó÷øåíèå Äåëîíå

Â äàííîì ðàçäåëå îáîáùàåòñÿ àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ Äåëîíå èç ðàçäåëà 2.2 íà òðåõìåð-
íûé ñëó÷àé. Äîïîëíèòåëüíàÿ ðàçìåðíîñòü óñëîæíÿåò àëãîðèòì. Â ÷àñòíîñòè, íåîá-
õîäèìà àêêóðàòíîñòü äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü áåñêîíå÷íîãî çàöèêëèâàíèÿ ïðè ïå-
ðåêëþ÷åíèè ñ óëó÷øåíèÿ îòðåçêîâ íà íà óëó÷øåíèå ãèïåðãðàíåé âõîäíîãî ïîëèýäðà
è íàîáîðîò.

Àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ

Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî îãðàíè÷åííûõ ïî-
ëèýäðîâ P áåç âíóòðåííèõ óãëîâ ìåíüøèõ π

2
. Äàííîå óñëîâèå ïðèìåíèìî ê óãëàì

ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè, ìåæäó îòðåçêîì è ãèïåãðàíüþ è ìåæäó äâóìÿ ãèïåðãðà-
íÿìè. Íàïðèìåð ïîëèýäð íà ðèñóíêå 4.1 íàì ïîäõîäèò, à ïîëèýäð íà ðèñóíêå 4.2 �
íåò. Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå D, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâó
îòíîøåíèÿ ρ0, ñ ïîäêîìïëåêñîì K ⊆ D, êîòîðûé ðàçáèâàåò P . Ïåðâûé øàã àëãî-
ðèòìà âû÷èñëÿåò D êàê òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ìíîæåñòâà âåðøèí ïîëèýäðà P . Åñëè
íàì íå ïîâåçëî, òî ó íàñ îñòàíóòñÿ îòðåçêè íå ïîêðûòûå ðåáðàìè D è ãèïåðãðàíèå
íå ïîêðûòûå òðåóãîëüíèêàìè èç D. ×òîáû ïîëó÷èòü ýòè îòðåçêè è ãðàíè ìû áóäåò
äîáàâëÿòü òî÷êè è âîññòàíàâëèâàòü òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ñ ïîìîùüþ èíêðåìåíòàëü-
íîãî àëãîðèòìà èç ðàçäåëà 3.4. Òî÷êè äîáàâëÿþòñÿ è èñïîëüçîâàíèåì òðåõ ïðàâèë,
ïðèâåäåííûõ íèæå.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Îòðåçîê èç P ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîòðåç-
êè âåðøèíàìè òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå, êîòîðûå ëåæàò íà íåì, à ãðàíü ðàçáèâàåòñÿ íà
(òðåóãîëüíûå) ïîäãðàíè âåðøèíàìè, êîòîðûå ëåæàò íà ãðàíè èëè íà åå ãðàíèöå. Âåð-
øèíà çàõâà÷åíà ïîäîòðåçêîì, åñëè îíà íàõîäèòñÿ âíóòðè ñôåðû, äëÿ êîòîðîé äàííûé
ïîäîòðåçîê ñëóæèò äèàìåòðîì, è âåðøèíà çàõâà÷åíà ïîäãðàíüþ åñëè îíà íàõîäèòñÿ
âíóòðè ñôåðû, ó êîòîðîé äàííàÿ ïîäãðàíü ëåæèò â ýêâàòîðå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî
ìèíèìàëüíûé ñôåðû, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû ïîäîòðåçêà èëè ïîäãðàíè.

Ïðàâèëî 1. Åñëè îòðåçîê çàõâàòûâàåò êàêóþ-ëèáî âåðøèíó, òî ìû ðàçäåëÿåì åãî,
äîáàâëÿÿ íîâóþ âåðøèíó òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå â åãî ñåðåäèíó. Íîâûå ïîäîò-
ðåçêè ìîãóò çàõâàòûâàòü èëè íå çàõâàòûâàòü òî÷êè è ðàçäåëåíèå ïðîäîëæàåòñÿ
äî òåõ ïîð ïîêà íè îäèí èç îòðåçêîâ íå áóäåò íè÷åãî çàõâàòûâàòü.

Ïðàâèëî 2. Åñëè ïîäãðàíü çàõâàòûâàåò îäíó èç òî÷åê, òî ìû äîáàâëÿåì öåíòð x åå
îïèñàííîé îêðóæíîñòè â êà÷åñòâå íîâîé âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Îä-
íàêî, åñëè x çàõâà÷åíà îäèí èëè áîëåå ïîäîòðåçêàìè, òî ìû íå äîáàâëÿåì x,
âìåñòî ýòîãî ðàçáèâàÿ ýòè ïîäîòðåçêè.
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Ïðàâèëî 3. Åñëè ó òåòðàýäðà èç D îòíîøåíèå ðàäèóñà îïèñàííîé ñôåðû ê äëèíå
íàèìåíüøåãî ðåáðà R

L
> ρ0, òî ìû ðàçáèâàåì ýòîò òåòðàýäð, äîáàâëÿÿ åãî öåíòð

îïèñàííîé ñôåðû x â êà÷åñòâå íîâîé òî÷êè òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Íî åñëè x
çàõâà÷åíà êàêèì-ëèáî ïîäîòðåçêîì èëè ïîäãðàíüþ, òî ìû íå äîáàâëÿåì x, ðàç-
áèâàÿ âìåñòî ýòîãî ïîäîòðåçêè èëè ïîäãðàíè.

Ïðàâèëî 1 ïðèîðèòåòíî íàä Ïðàâèëîì 2, à Ïðàâèëî 2 íàä Ïðàâèëîì 3. Â òîò ìîìåíò
êîãäà ìû äîáàâëÿåì òî÷êó íà ãèïåðãðàíü, äàííûé ïðèîðèòåò ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî
âñå ãðàíè÷íûå îòðåçêè óæå ïîäðàçäåëåíû ðåáðàìè òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå. Àíàëîãè÷-
íî, êîãäà áû äîáàâëÿåì òî÷êó âíóòðè ïîëèýäðà P , òî ãðàíèöà P óæå ïîäðàçáèòà
òðåóãîëüíèêàìè D. Òî÷êà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå äîáàâëÿåìîé èìååò
òèï, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ïðàâèëà, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ, èëè, ýêâèâà-
ëåíòíî, ýòî ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà, êîòîðûé ðàçáèâàåòñÿ. Òî÷êè òèïà 1 ðàçáèâàþò
îòðåçêè è âñåãäà äîáàâëÿþòñÿ êîãäà ìû èõ ðàññìàòðèâàåì. Òî÷êè òèïîâ 2 è 3 ìîãóò
áûòü îòêëîíåíû.

Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü

Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå ëîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè î÷åíü âàæåí äëÿ ïîíèìàíèÿ
àëãîðèòìà óëó÷øåíèÿ Äåëîíå. Ýòî ôóíêöèÿ f : R3 −→ R, ãäå f(x) � ìèíèìàëüíûé
ðàäèóñ øàðà ñ öåíòðîì â x, êîòîðûé ïåðåñåêàåò äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðàíè P .
Îòìåòèì, ÷òî f îòäåëåíà îò íóëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

f(x) ≤ f(y) + ||x− y||.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f íåïðåðûâíà íà R3 è áîëåå òîãî äàííîå óñëîâèå óòâåðæäàåò,
÷òî f ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè x.

Ëîêàëüíûé ðàäèóñ òî÷êè ñâÿçàí ñ ðàäèóñîì äîáàâëåíèÿ rx òî÷êè x, êîòîðûé ðàâåí
äëèíå êðàò÷àéøåãî ðåáðà Äåëîíå ñ êîíöîì â x ñðàçó ïîñëå äîáàâëåíèÿ x. Åñëè x ýòî
âåðøèíà P , òî rx ýòî ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé âåðøèíû P . Åñëè x òèïà 1 èëè 2,
òî rx ýòî ðàññòîÿíèå äî áëèæàéùåé çàõâà÷åííîé âåðøèíû. Åñëè òàêîé çàõâà÷åííîé
âåðøèíû íå ñóùåñòâóåò òàê êàê îíà áûëà îòêëîíåíà, òî rx åñòü ëèáî ïîëîâèíà ïîäî-
òðåçêà â ñëó÷àå êîãäà x òèïà 1, ëèáî ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ïîäãðàíèå åñëè
x òèïà 2. È íàêîíåö rx ðàâíî ðàäèóñó îïèñàííîé ñôåðû òåòðàýäðà, êîòîðûé x ðàçáè-
âàåò, åñëè îíà òèïà 3. Ìû òàêæå îïðåäåëèì ðàäèóñ äîáàâëåíèÿ äëÿ òî÷åê, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàëèñü êàê âîçìîæíûå ê äîáàâëåíèþ, íî áûëè îòêëîíåíû òàê êàê îíè çà-
õâàòûâàëèñü ïîäîòðåçêîì èëè ïîäãðàíüþ. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãèïîòåòè÷åñêîãî
äîáàâëåíèÿ òî÷êè è ðàññìîòðåíèÿ êðàò÷àéøåãî ðåáðà â ãèïîòåòè÷åñêîé çâåçäå.

Ðàäèóñû è ïðåäêè

Òî÷êè äîáàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è äëÿ êàæäîé íîâîé òî÷êè åñòü ïðåäøåñòâåí-
íèêè, êîòîðûå îòâåòñòâåííû çà åå äîáàâëåíèå. Åñëè x òèïà 1 èëè 2, òî ìû îïðåäåëèì
îòâåòñòâåííîãî ïðåäêà p = px êàê çàõâà÷åííóþ òî÷êó, êîòîðàÿ âûçâàëà äîáàâëåíèå
x. Òî÷êà p ìîæåò áûòü âåðøèíîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå èëè îòêëîíåííûì öåíòðîì
îêðóæíîñòè èëè ñôåðû. Åñëè çàõâà÷åíû íåñêîëüêî òî÷åê, òî p áëèæàéøàÿ ê x èç
íèõ. Åñëè x òèïà 3, òî p � ïîñëåäíèé èç äîáàâëåííûõ êîíöîâ êðàò÷àéøåãî ðåáðà
òåòðàýäðà, êîòîðûé ðàçáèâàåòñÿ òî÷êîé x.
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Ëåììà 4.7 (Ëåììà î ðàäèóñå). Ïóñòü x � âåðøèíà èç D è p åå ïðåäîê, åñëè îí

ñóùåñòâóåò. Òîãäà rx ≥ f(x) èëè rx ≥ c · rp, ãäå c = 1√
2
, åñëè x òèïà 1 èëè 2, è

c = ρ0 åñëè x òèïà 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x âåðøèíà P , òî rx � ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé âåðøèíû P .
Ýòî ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå ÷åì f(x). Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé P . Òîãäà ó íåå åñòü ïðåäîê p = px. Âíà÷àëå ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé êîãäà p âåðøèíà P . Åñëè x òèïà 1 èëè 2, òî îíà ëåæèò íà îòðåçêå èëè
ãèïåðãðàíè P è p íå ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ãðàíè. Ñëåäîâàòåëüíî rx = ||x − p|| ≥ f(x).
Åñëè x òèïà 3, òî ó òåòðàýäðà ðàçäåëåííîãî x åñòü õîòÿ áû äâå òî÷êè èç P , à çíà÷èò
êàê è ðàíüøå rx = ||x − p|| ≥ f(x). Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà p íå ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé P . Åñëè x òèïà 1 èëè 2, òî p áûëà îòêëîíåíà, ÷òîáû x áûëà äîáàâëåíà. Â
ñèëó òîãî, ÷òî p çàõâà÷åíà ïîäîòðåçêîì èëè ïîäãðàíüþ, êîòîðàÿ áûëà ðàçáèòîé òî÷-
êîé x, òî ðàññòîÿíèå îò p äî áëèæàéøåé âåðøèíû ýòîãî ïîäîòðåçêà èëè ïîäãðàíè íå
áîëüøå ÷åì â

√
2 ðàç áîëüøå ÷åì ðàññòîÿíèå îò x äî òîé æå âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî

rx ≥ rp√
2
. È, íàêîíåö, åñëè x òèïà 3, òî rp ≤ L, ãäå L äëèíà íàèìåíüøåãî ðåáðà òåò-

ðàýäðà, ðàçäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ x. Àëãîðèòì ðàçäåëÿåò ýòîò òåòðàýäð òîëüêî åñëè
R > Lρ0, íî òîãäà rx = R > Lρ0 ≥ ρ0rp.

Çàâåðøåíèå

Ëåììà î ðàäèóñå îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðàäèóñà äîáàâëåíèÿ.
Íàøà öåëü ñîñòîèò â òàêîì âûáîðå åäèíñòâåííîé íåçàâèñèìîé êîíñòàíòû ρ0, ÷òî ðà-
äèóñ äîáàâëåíèÿ áóäåò îãðàíè÷åí ñíèçó. Êàê òîëüêî ìû ýòîãî äîñòèãíåì, ìû ñìîæåì
äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àðãóìåíòîâ îá
óïàêîâêå. Íà ðèñóíêå 4.11 ïîêàçàíûå âîçìîæíûå òèïà îòíîøåíèé ïðåäîê-ïîòîìîê
ìåæäó òðåìÿ âîçìîæíûìè òèïàìè äîáàâëåííûõ òî÷åê. Ìû ïðîõîäèì ïî ðåáðó íà-

Ðèñ. 4.11: Ïðåäêè è ïîòîìêè.

ïðàâëåííîãî ãðàôà åñëè ðàäèóñ äîáàâëåíèÿ òî÷êè x ìåíüøå ÷åì f(x). Ðåáðî ïîìå÷åíî
íàèìåíüøèì âîçìîæíûì ìíîæèòåëåì ìåæäó ðàäèóñîì äîáàâëåíèÿ òî÷êè x è ðàäè-
óñîì äîáàâëåíèÿ åå ðîäèòåëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ó íàñ íåò ðåáåð èç òèïà 1 â òèï 2 è ó íàñ
íåò ïåòåëü èç òèïà 1 ñíîâà â òèï 1 è èç òèïà 2 ñíîâà â òèï 2, òàê êàê îãðàíè÷åíèÿ íà
óãëû èçíà÷àëüíîãî ïîëèýäðà çàïðåùàþò îòíîøåíèÿ ïðåäîê-ïîòîìîê ìåæäó òî÷êà-
ìè íà îòðåçêàõ è ãèïåðãðàíÿõ ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Åñëè åñòü òàêîå îòíîøåíèå
ìåæäó òî÷êàìè íà îòðåçêàõ è ãèïåðãðàíÿõ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, òî rx ≥ f(x) è
ìû íå îáÿçàíû ñëåäîâàòü ïî ðåáðó â ýòîì íàïðàâëåííîì ãðàôå.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé öèêë â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñîäåðæèò ðåáðî, ïîìå÷åííîå
ρ0 è âåäóùåå â òèï 3. Ìû âûáåðåì ρ0 ≥ 2, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ìåòîê íà ðåáðàõ ëþáîãî öèêëà áûëî 1 èëè áîëüøå. Ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâåäåíèå ìå-
òîê íà ðåáðàõ ëþáîãî ïóòè íå ìåíüøå 1

2
. Â ñëó÷àÿõ êîãäà rx ìåíüøå f(x) ñóùåñòâóåò

ïðåäøåñòâóþùàÿ òî÷êà q, äëÿ êîòîðîé rx ≥ rq
2
è rq ≥ f(q). Â ñèëó òîãî, ÷òî f(x)

îòäåëåíà îò íóëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, ðàäèóñ äîáàâëåíèÿ íå ìî-
æåò ñòàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ Äåëîíå
çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Äëÿ ρ0 < 2 ñóùåñòâóåò ñëó÷àè, â êîòîðûõ àëãîðèòì íå
îñòàíîâèòñÿ.

57



Ãðàäóèðîâàííûå ñåòêè

Ñ ïîìîùüþ íåáîëüøèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ρ0 > 2 ðàäè-
óñû äîáàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì òî÷êè, à íå òîëüêî
ïîñðåäñòâîì öåïè ïðåäøåñòâåííèêîâ. Ìû íà÷íåì ñ îöåíêè îòíîøåíèÿ ëîêàëüíîãî
ðàäèóñà òî÷êè è ðàäèóñà äîáàâëåíèÿ äëÿ âåðøèíû è åå ïðàðîäèòåëÿ.

Ëåììà 4.8 (Ëåììà îá îòíîøåíèè). Ïóñòü x � âåðøèíà òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ñ

ïðàðîäèòåëåì p, ïðåäïîëîæèì, ÷òî rx ≥ c · rp. Òîãäà

f(x)

rx
≤ 1 +

f(p)

c · rp
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî rx = ||x−p|| åñëè p âåðøèíà òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå è
rx ≥ ||x−p|| åñëè p îòêëîíåííàÿ ñåðåäèíà îòðåçêà èëè öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ëèïøèöà, ïîëó÷àåì

f(x) ≤ f(p) + ||x− p||

≤ f(p)

c · rp
· rx + rx,

è íåáõîäèìîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå äåëåíèÿ íà rx.

Äëÿ ïîäãîòîâêè ñëåäóþùåãî øàãà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ0 > 2 è îïðåäåëèì êîíñòàí-
òû

C1 =
(3 +

√
2)ρ0

ρ0 − 2
,

C2 =
(1 +

√
2)ρ0 +

√
2

ρ0 − 2
,

C3 =
ρ0 + 1 +

√
2

ρ0 − 2
.

Îòìåòèì, ÷òî C1 > C2 > C3 > 1.

Ëåììà 4.9 (Ëåììà îá èíâàðèàíòå). Åñëè x âåðøèíà òèïà i â òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå

(1 ≤ i ≤ 3), òî rx ≥ f(x)
Ci

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðîäèòåëü p òî÷êè x åñòü âåðøèíà P , òî rx ≥ f(x) è óòâåðæäå-
íèå äîêàçàíî. Â äðóãîì ñëó÷àå, ïðåäïîëîæèì èíäóêòèâíî, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî
äëÿ âåðøèíû p. Ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî, ðàçîáðàâ âñå ñëó÷àè. Åñëè x òèïà 3,
òî c = ρ0 è rx ≥ ρ0 · rp ïî ëåììà î ðàäèóñå. Ïî èíäóêöèè âíå çàâèñèìîñòè îò òèïà p
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f(p) ≤ C1rp. Èñïîëüçóÿ ëåììó îá îòíîøåíèè, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî

f(x)

rx
≤ 1 +

C1

ρ0
= C3.

Åñëè x òèïà 2, òî c = 1√
2
. Íåðàâåíñòâî rx ≥ f(x) âåðíî åñëè òîëüêî p íå òèïà 3 è

òîãäà f(p) ≤ C3rp ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Òîãäà rx ≥ rp√
2
ïî ëåììå î ðàäèóñå è

f(x)

rx
≤ 1 +

√
2 · C3 = C2
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ïî ëåììå îá îòíîøåíèè. Åñëè x òèïà 1, òî c = 1√
2
. Íåðàâåíñòâî rx ≥ f(x) âåðíî åñëè

òîëüêî p íå òèïà 2 èëè 3 è òîãäà f(p) ≤ C2rp ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Òîãäà
rx ≥ rp√

2
ïî ëåììå î ðàäèóñå è

f(x)

rx
≤ 1 +

√
2 · C2 = C1

ïî ëåììå îá îòíîøåíèè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî C1 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êîíñòàíòîé èç âñåõ òðåõ, ìû ìîæåì

óïðîñòèòü ëåììó îá èíâàðèàíòå äî âèäà rx ≥
f(x)

C1

äëÿ ëþáîé âåðøèíû x òðèàí-

ãóëÿöèè Äåëîíå. Îòêóäà ñ èñïîëüçîâàíèåì àðãóìåíòîâ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î
íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè èç ðàçäåëà 2.3 íåñëîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

||x− y|| ≥ f(x)

1 + C1

äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí x, y òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.

4.4 Âûäåëåíèå âîçäóøíîãî çìåÿ

Òåòðàýäð, ïîõîæèé íà âîçäóøíîãî çìåÿ, åäèíñòâåííûé òåòðàýäð ìàëîãî îáúåìà, äëÿ
êîòîðîãî îòíîøåíèå ðàäèóñà îïèñàííîé ñôåðû è äëèíå íàèìåíüøåé ñòîðîíû íå óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè îáúåìà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî âîçäóøíûå çìåè ÷àñòî ñóùåñòâóþò ìåæäó �õîðîøèìè� òåòðàýäðàìè òðèàíãóëÿ-
öèè Äåëîíå. Â ýòîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ êàê âåñà òî÷åê ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò âîçäóøíûõ çìååâ.

Ïåðèîäè÷åñêèå ñåòêè

Ïóñòü S êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê R3, òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå êîòîðîãî îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì îòíîøåíèÿ ρ0. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ìû ìîæåì òàê íàçíà÷èòü âåñà äàí-
íûì òî÷êàì, â âçâåøåííîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå íå áóäåò âîçäóøíûõ çìååâ. Ýòî ìî-
æåò áûòü íåâåðíî â îáùåì ñëó÷àå, íàïðèìåð êîãäà âñå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ
òî÷åê, îáðàçóþùèõ âîçäóøíûé çìåé, è òîãäà íèêàêèå âåñà íà ñìîãóò îò ýòîãî èçáà-
âèòü. Ìû ñìîæåì èçáåæàòü ýòîãî è äðóãèõ ãðàíè÷íûõ ýôôåêòîâ çàìåíèâ êîíå÷íîå
íà ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî S = P +Z3, ãäå P êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â ïîëóîòêðûòîì
åäèíè÷íîì êóáå [0, 1)3, à Z3 � òðåõìåðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà. Ïåðèîäè÷åñêîå
ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò âñå òî÷êè âèäà p + v, ãäå p òî÷êà èç P , à v öåëî÷èñëåííûé
âåêòîð. Êàê è S, òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå D ìíîæåñòâà S ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. À
èìåííî, äëÿ êàæäîãî òåòðàýäðà τ ∈ D åãî ïàðàëëåëüíûå êîïèè τ+Z3 òîæå ïðèíàäëå-
æàò D. Äàííàÿ èäåÿ ïîêàçàíà äëÿ òðåõ òî÷åê â ïîëóîòêðûòîì åäèíè÷íîì êâàäðàòå
íà ðèñóíêå 4.12.

Ðèñ. 4.12: Ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî.
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Íàçíà÷åíèå âåñà

Íàçíà÷åíèå âåñîâ ýòî ôóíêöèÿ ω : P −→ R. Èòîãîâîå ìíîæåñòâî ñôåð îáîçíà÷àåòñÿ
Sω = {(a, ω(p))|p ∈ P, a ∈ p + Z3}. Â çàâèñèìîñòè îò ω òî÷êà p ìîæåò áûòü èëè íå
áûòü âåðøèíîé âçâåøåííîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ìíîæåñòâà Sω, êîòîðàÿ îáîçíà÷à-
åòñÿ Dω. Ïóñòü N(p) ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò p äî äðóãîé òî÷êè èç S. ×òîáû èç-
áåæàòü ïîÿâëåíèÿ èçáûòî÷íûõ òî÷åê, ìû îãðàíè÷èìñÿ ìÿãêèìè íàçíà÷åíèÿìè âåñà,
äëÿ êîòîðûõ 0 ≤ ω(p) ≤ N(p)

3
äëÿ âñåõ p ∈ P . Ó êàæäîé ñôåðû èç Sω äåéñòâèòåëüíûé

ðàäèóñ, ëþáûå äâå ñôåðû íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ñîäåðæàòñÿ îäíà âíóòðè â äðóãîé.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåèçáûòî÷íûìè. Äðóãàÿ ïîëüçà îò ìÿãêîãî
íàçíà÷åíèÿ âåñîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî íå ñèëüíî ìåíÿåò ôîðìó òðåóãîëüíèêîâ è
òåòðàýäðîâ. Â ÷àñòíîñòè Dω îáëàäàåò ñâîéñòâî îòíîøåíèÿ ρ1, êîòîðîå çàâèñèò òîüêî
îò ρ0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü ëþáîãî òðåóãîëüíèêà îãðàíè÷åíà ñíèçó êîíñòàí-
òîé, óìíîæåííîé íà êâàäðàò ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íîå íåâåðíî
äëÿ îáúåìà òåòðàýäðà, ïîýòîìó îò âîçäóøíûõ çìååâ íå òàê ïðîñòî èçáàâèòüñÿ.

Îñíîâíîé øàã äëÿ óäàëåíèÿ âîçäóøíûõ çìååâ ñîñòîèò â îáîáùåíèè ëåììû î ñòå-
ïåíè èç ðàçäåëà 4.2. Ïóñòü K � ìíîæåñòâî ñèìïëåêñîâ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â âçâå-
øåííîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå äëÿ ìÿãêèõ íàçíà÷åíèé âåñîâ ìíîæåñòâà S. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè K =

⋃
ωDω, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì,

êîòîðûé íå îáÿçàòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêè ðåàëèçóåì â R3. Ìíîæåñòâî âåðøèí K ýòî
ìíîæåñòâî S, ñòåïåíü âåðøèíû ýòî êîëè÷åñòâî ðåáåð èç K, êîòîðûå åå ñîäåðæàò.

Ëåììà 4.10 (Ëåììà î âçâåøåííîé ñòåïåíè). Ñóøåñòâóåò êîíñòàíòà δ1, çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò ρ0, ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû â K íå áîëüøå δ1.

Äîêàçàòåëüñòâî íå î÷åíü èíòåðåñíî ÷àñòè÷íî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû î
âàðèàöèè äëèíû è Ëåììû î ñòåïåíè èç ðàçäåëà 4.2. Ïîýòîìó ìû åãî ïðèâîäèòü íå
áóäåì.

Ðàçðåçàíèå îðòîãîíàëüíûõ ñôåð

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ýëåìåíòàðíûé ôàêò î ñôåðàõ (a,A2) è (z, Z2), êîòîðûå îðòîãîíàëü-
íû, òî åñòü ||a−z||2 = A2+Z2. Ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç ñôåð ïî îêðóæíîñòè,
âîçìîæíî ìíèìîãî ðàäèóñà.

Ëåììà 4.11 (Ëåììà î ðàçðåçàíèè). Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç a, ïåðåñåêàåò äâå

ñôåðû ïî îðòîãîíàëüíûì îêðóæíîñòÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x,X2) è (y, Y 2) � îêðóæíîñòè, ïî êîòîðûì ïåðåñå÷åíû ñôå-
ðû. Ìû çíàåì, ÷òî x = a è X2 = A2, êðîìå òîãî Y 2 = Z2 − ||z − y||2. Ñëåäîâàòåëüíî

||x− y||2 = ||x− z||2 − ||z − y||2

= (A2 + Z2)− (Z2 − Y 2)

= X2 + Y 2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îêðóæíîñòè îðòîãîíàëüíû.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ëåììû î ðàçðåçàíèè, ðàññìîòðèì òðè ñôåðû è ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç èõ öåíòðû êàê íà ðèñóíêå 4.13. Ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ýòè òðè ñôå-
ðû ïî òðåì îêðóæíîñòÿì è íàéäåòñÿ ðîâíî îäíà îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà
ýòèì òðåì. Èç ëåììû î ðàçðåçàíèè ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ñôåðà, îðòîãîíàëüíàÿ òðåì
èçíà÷àëüíûì, ïåðåñåêàåò äàííóþ ïëîñêîñòü ïî ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòè.
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Ðèñ. 4.13: Òðè ñôåðû è ïëîñêîñòü.

Âàðèàöèÿ îðòîðàäèóñà

Äðóãîé âàæíûé øàã äëÿ èçáàâëåíèÿ îò âîçäóøíûõ çìååâ ýòî àíàëèç ñòàáèëüíîñòè
èõ îðòîñôåð. Ìû óâèäèì, ÷òî äàæå íåáîëüøîå èçìåíåíèå âåñîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî
óâåëè÷èòü ðàäèóñ îðòîñôåðû. Ýòî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî, òàê êàê òåòðàýäðà èç
Dω íå ìîæåò èìåòü áîëüøîé ðàäèóñ îðòîñôåðû, èíà÷å ýòà îðòîñôåðà áóäåò áëèæå
÷åì îðòîãîíàëüíà ê êàêîé-ëèáî âçâåøåííîé òî÷êå. Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ýòî
íàáëþäåíèå è èçìåíèì âåñà òàê, ÷òîáû óâåëè÷èòü îðòîñôåðû âîçäóøíûõ çìååâ.

Âûÿñíèì êàê ðàäèóñ îðòîñôåðû ÷åòûðåõ ñôåð ìåíÿåòñÿ, åñëè ìû ìåíÿåì âåñ
îäíîé èç íèõ. Ïóñòü (y, Y 2) íàèìåíüøàÿ ñôåðà îðòîãîíàëüíàÿ ïåðâûì òðåì ñôåðàì,
(p, P 2) � ÷åòâåðòàÿ ñôåðà, à (z, Z2) � îðòîñôåðà âñåõ ÷åòûðåõ ñôåð, êàê ýòî ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 4.14. Ïóñòü ζ è ϕ ðàññòîÿíèÿ îò z è p äî ïëîñêîñòè h, êîòîðàÿ ïðîõîäèò

Ðèñ. 4.14: Âàðèàöèÿ îðòîðàäèóñà.

÷åðåç öåíòðû ïåðâûõ òðåõ ñôåð. Ïðè âàðèàöèè P 2 öåíòð îðòîñôåðû äâèæåòñÿ ïî
ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò h â òî÷êå y è îðòîãîíàëüíà h. Ðàññòîÿíèå îò z äî h ýòî
ôóíêöèÿ âåñà òî÷êè p, ζ : R −→ R.

Ëåììà 4.12 (Ëåììà î âàðèàöèè ðàññòîÿíèÿ). ζ(P 2) = ζ(0)− P 2

2ϕ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ðàññòîÿíèå îò p äî ïðÿìîé, ïî êîòîðîé äâèãàåòñÿ z. Âåðíî
ðàâåíñòâî Z2 + P 2 = (ζ(P 2) − ϕ)2 + λ2. Âåñ îðòîñôåðû ðàâåí Z2 = ζ(P 2)2 + Y 2.
Ñëåäîâàòåëüíî

ζ(P 2)2 = Z2 − Y 2

= (ζ(P 2)− ϕ)2 + λ2 − P 2 − Y 2.

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ζ(P 2)2, ïîëó÷àåì

ζ(P 2) =
ϕ2 + λ2 − Y 2

2ϕ
− P 2

2ϕ
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî ζ(0).

Ñëàãàåìîå P 2

2ϕ
ýòî ïåðåìåùåíèå îðòîöåíòðà, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè èçìåíåíèè âåñà

òî÷êè p ñ 0 äî P 2. Äëÿ âîçäóøíûõ çìååâ çíà÷åíèå ϕ ìàëî, à çíà÷èò ïåðåìåùåíèå
âåëèêî.

Òåîðåìà î âîçäóøíûõ çìåÿõ

Â çàâåðøåíèè ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìÿãêîå íàçíà÷åíèå âåñîâ, ïðè êîòîðîì
âñå âîçäóøíûå çìåè áóäóò óäàëåíû. Äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî è äîáàâëÿåò âåñà
òî÷êàì èç P ïîñëåäîâàòåëüíî. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî âûðàæåíèÿ ïîíÿòèþ áûòü âîç-
äóøíûì çìååì, ââåäåì ξ = V

L
, ãäå V � îáúåì òåòðàýäðà, à L � äëèíà íàèìåíüøåãî
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ðåáðà. Òîëüêî âîçäóøíûå çìåè ìîãóò èìåòü îãðàíè÷åííîå îòíîøåíèå R
L
îäíîâðåìåí-

íî ñ ìàëûì ξ. Îòìåòèì, ÷òî îáúåì òåòðàýäðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 4.14 ðàâåí
îäíîé òðåòè ïëîùàäè òðåóãîëüíîãî îñíîâàíèÿ, óìíîæåííîé íà ϕ. Êàê áûëî îòìå÷å-
íî âûøå ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ýòî êîíñòàíòà, óìíîæåííàÿ íà Y 2. Àíàëîãè÷íî L åñòü
ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü îò Y , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ξ åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü îò Y ϕ.

Òåîðåìà 4.13 (Òåîðåìà î âîçäóøíûõ çìåÿõ). Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû ρ1 è ξ0 è ìÿãêîå íàçíà÷åíèå âåñîâ ω, ÷òî âñå òåòðàýäðû âçâåøåííîé

òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå Dω îáëàäàþò ñâîéñòâîì îòíîøåíèÿ ρ1 è ξ > ξ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâ ξ > ξ0 äëÿ
êàæäîãî òåòðàýäðà èç Dω. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññòîÿíèå
îò p äî áëèæàéøåãî ñîñåäà èç S åñòü N(P ) = 1. Âåñ, íàçíà÷åííûå òî÷êå p, ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíûì â èíòåðâàëå [0, 1

3
]. Ñîãëàñíî ëåììå î âçâåøåííîé ñòåïåíè, íàéäåòñÿ íå

áîëåå êîíñòàíòû òåòðàýäðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü â çâåçäå p. Êàæäûé òàêîé òåòðàýäð
ìîæåò ëåæàòü â Dω åñëè òîëüêî ðàäèóñ åãî îðòîñôåðû íå î÷åíü áîëüøîé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êàæäûå òåòðàýäð ñóùåñòâóåò òîëüêî åñëè ω(p) ëåæèò â êàêîì-òî èíòåðâàëå
âíóòðè îòðåçêà [0, 1

3
]. Èç ëåììû î âàðèàöèè äëèíû ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ýòîãî ïîäèí-

òåðâàëà óìåíüøàåòñÿ ëèíåéíî ïî ϕ, à çíà÷èò ëèíåéíî ïî ξ. Ìû ìîæåì âûáðàòü ξ0
äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû íàøå ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî ïîäèíòåðâàëîâ íå ìîãëî
ïîêðûòü îòðåçîê [0, 1

3
]. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäåòñÿ çíà÷åíèå ω(p) ∈ [0, 1

3
], ïðè

êîòîðîì â çâåçäå p íåò íè îäíîãî âîçäóøíîãî çìåÿ.

Óäàëåíèå âîçäóøíûõ çìååâ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âîçäóøíûõ çìåÿõ ïðåäëàãàåò àëãîðèòì, êîòîðûé íàçíà-
÷àåò âåñà îòäåëüíûì òî÷êàì â ïðîèçîâëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ êàæäîé òî÷-
êè p ∈ P àëãîðèòì ðàññìàòðèâàåò èíòåðâàë èç âîçìîæíûõ âåñîâ è ïîäèíòåðâàëû,
â êîòîðûõ òåòðàýäðû èç K ìîãóò âîçíèêíóòü â âçâåøåííîé òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.
Ìû ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü âñå òåòðàýäðû èç K â çâåçäå p, íî ãîðàçäî óäîáíåå
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîäìíîæåñòâî â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå âçâåøåííûõ
òðèàíãóëÿöèé Äåëîíå, ïîðîæäåííûõ íåïðåðûâíî óâåëè÷èâàþùèìñÿ âåñîâ òî÷êè p
îò 0 äî N(p)

3
. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî òåòðàýäðà ìû çíàåì çíà÷åíèå ξ è ïîäèíòåðâàë,

â òå÷åíèè êîòîðîãî îí ïðèñóòñòâóåò â Dω. Íà ðèñóíêå 4.15 êàæäûé òåòðàýäð èçîá-
ðàæåí ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêîì íà ωξ-ïëîñêîñòè. Ìíîæåñòâî, ðàñïîëîæåííîå ïîä

Ðèñ. 4.15: ωξ-ïëîñêîñòü.

âñåìè îòðåçêàìè, ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò âåñ p â íàèõóäøåå çíà÷åíèå ξ
âñåõ òåòðàýäðîâ èç çâåçäû p. Àëãîðèòì íàõîäèò âåñ, ïðè êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ äî-
ñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, è ïðèïèñûâàåò åãî òî÷êå p. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñåãî ó íàñ íå
áîëåå êîíñòàíòû òåòðàýäðîâ â çâåçäå, ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ.
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà O(n), ãäå n êîëè÷åñòâî òî÷åê â P .

Âîçìîæíûé èñòî÷íèê äëÿ âîëíåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå òîãî êàê ìû
çàôèêñèðîâàëè âåñ òî÷êè p ìû ìîæåì èçìåíèòü âåñ åå ñîñåäà � òî÷êè q. Èçìåíåíèå
âåñà q ìîæåò èçìåíèòü çâåçäó p. Îäíàêî, âñå íîâûå òåòðàýäðû â çâåçäå p òàêæå ïðè-
íàäëåæàò è çâåçäå q è íå ìîãóò èìåòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ ξ. Òàêèì îáðàçîì
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íàì íå íóæíî çàíîâî ðàññìàòðèâàòü òî÷êó p è îöåíêà O(n) íà ñàìîì äåëå äîñòèãà-
åòñÿ. Òåîðåìà î âîçäóøíûõ çìåÿõ ãàðàíòèðóåò, ÷òî àëãîðèòì óñïåøåí è äîñòèãàåò
êîíñòàíòû ξ0. Õîòÿ àëãîðèòì è íå íàõîäèò ãëîáàëüíîãî îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ
âåñîâ, îí íàõîäèò îïòèìàëüíûé âåñ äëÿ êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé òî÷êè, ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî âåñà îñòàëüíûõ òî÷åê íåèçìåííû. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî â ðåçóëüòàòå
ìû ïîëó÷èì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ξ, êîòîðîå áóäåò ñóùåñòâåííî ëó÷øå äîñòàòî÷íî
ïåññèìèñòè÷íîé îöåíêè ξ0, ãàðàíòèðîâàííîé íàì òåîðåìîé î âîçäóøíûõ çìåÿõ.

Çàäà÷è

1. Óäàëåíèå âåðøèí (äâà áàëëà). Ïóñòü P âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â R3 ñ n
âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî P ìîæíî ðàçáèòü íà òåòðàýäðû, óäàëèâ îäíó èç
âåðøèí u, çàìåíèâ P íà âûïóêëóþ îáîëî÷êó îñòàâøèõñÿ âåðøèí è äîáàâèâ
òåòðàýäðû ñ âåðøèíîé â u è îñíîâàíèÿìè íà ãðàíèöå óñå÷åííîãî P . Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå óïîðÿäî÷èâàíèå âåðøèí P , ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
íå áîëåå 3n− 11 òåòðàýäðîâ.

2. Âíóòðåííèå ðåáðà (äâà áàëëà). Ïóñòü P âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â R3 ñ n
âåðøèíàìè è K åãî òðèàíãóëÿöèÿ, âåðøèíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåð-
øèíû P . Âíóòðåííåå ðåáðî ýòî ðåáðî K, êîòîðîå ïðîõîäèò âíóòðè P .

(i) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó K íåò âíóòðåííèõ ðåáåð, òî â K ðîâíî n− 3 òåòðà-
ýäðà.

(ii) Ñêîëüêî òåòðàýäðîâ â K åñëè â íåé ðîâíî t âíóòðåííèõ ðåáåð?

3. Ðàçðåçàíèå êóáà íà òåòðàýäðû (äâà áàëëà). Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé êóá
[0, 1]3 è åãî òðèàíãóëÿöèþ K, âåðøèíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âîñåìü âåð-
øèí êóáà.

(i) Äîêàæèòå, ÷òî K ñîäåðæèò ïÿòü èëè øåñòü òåòðàýäðîâ.

(ii) Íàðèñóéòå âñå íåèçîìîðôíûå òðèàíãóëÿöèè è èõ äóàëüíûå ãðàôû.

4. BCC òåòðàýäð (îäèí áàëë).Îáúåìî öåíòðèðîâàííàÿ êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà (BCC,
body centered cubic lattice) ñîñòîèò èç âñåõ öåëûõ òî÷åê (i, j, k), ó êîòîðûõ âñå
êîîðäèíàòû îäíîé ÷åòíîñòè. Âñå òåòðàýäðû Äåëîíå ðåøåòêè BCC êîíãðóýíòíû
îäíîìó òåòðàýäðó, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü BCC òåòðàýäðîì. ×åìó ðàâ-
íî îòíîøåíèå ðàäèóñà îïèñàííîé ñôåðû ê äëèíå íàèìåíüøåãî ðåáðà äëÿ ýòîãî
òåòðàýäðà?

5. Óïàêîâêà (òðè áàëëà). Ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ åäèíè÷íûõ øàðîâ â R3 íàçûâà-
åòñÿ óïàêîâêîé åñëè øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âíóòðåííèì òî÷êàì. Óïàêîâêà
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé åñëè ê íåé íåëüçÿ äîáàâèòü íè îäíîãî åäèíè÷íîãî
øàðà, ÷òîáû îí íå ïåðåñåêàëñÿ ïî âíóòðåííèì òî÷êàì ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè
øàðàìè. Ïóñòü S ⊆ R3 òàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ÷òî S + B3 ìàêñèìàëüíàÿ óïà-
êîâêà.

(i) Äîêàæåòå, ÷òî ïîñëå óâåëè÷åíèÿ øàðîâ â äâà ðàçà ìû ïîëó÷èì ïîêðûòèå
ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ⋃

(S + 2B3) = R3.
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(ii) Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå ìíîæåñòâà S èìåþò äëèíó íå
áîëüøå 4.

(iii) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà â òðè-
àíãóëÿöèè Äåëîíå ìíîæåñòâà S ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì c ðåáðàì.

6. Ãðàíè ïîëèýäðà (îäèí áàëë). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå èç ðàçäåëà 4.1, ïîñ÷è-
òàéòå êîëè÷åñòâî îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ãðàíåé ó ïîëèýäðà, èçîáðàæåííîãî
íà ðèñóíêå 4.16. Ñêîëüêî îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ãðàíåé èìåþò áîëåå îäíîé

Ðèñ. 4.16: Íåâûïóêëûé ïîëèýäð.

ñâÿçíîé êîìïîíåíòû?

7. Óãëû òåòðàýäðà (òðè áàëëà). Ïóñòü abcd òåòðàýäð â R3, S2 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ε äîñòàòî÷íî ìàëûé ïàðàìåòð. Íàïîìíèì, ÷òî
ïëîùàäü S2 ðàâíÿåòñÿ 4π.

(i) Òåëåñíûé óãîë â âåðøèíå a ýòî ÷àñòü ñôåðû a + εS2, êîòîðàÿ íàõîäèò-
ñÿ âíóòðè òåòðàýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà òåëåñíûõ óãëîâ â âåðøèíàõ
a, b, c, d ýòî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ìåæäó íóëåì è 2π.

(ii) Äâóãðàííûé óãîë ïðè ðåáðå ab ýòî ÷àñòü ñôåðû x + εS2, êîòîðàÿ íàõî-
äèòñÿ âíóòðè òåòðàýäðà, ãäå x ýòî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè ðåáðà ab.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äâóãðàííûõ óãëîâ ïðè ðåáðàõ ab, ac, ad, bc, bd, cd ýòî
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ìåæäó 2π è 3π.

(iii) Äîêàæèòå, ÷òî óäâîåííàÿ ñóììà äâóãðàííûõ óãëîâ ïðåâîñõîäèò ñóììó ÷å-
òûðåõ òåëåñíûõ óãëîâ íà 4π.
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